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Zu L. Prandtls 60. Geburtstag am 4. Februar 10335. 


In Jahre 1904, bei dem Internationalen Mathematiker-Kongreß in Heidelbergq, erlebte 
Felix Klein eine große Genugtwung. Der kurz zuvor nach Göttingen berufene, von 
seinem Lehrer August Föppl wärmstens empfohlene L. Prandti trug über einen 
neuen Weg vor, die Hydrodynamik der Flüssigkeiten von kleiner Reibung unter die 
gemeinsame Kontrolle von Beobachtung und Rechnung zu bringen. Damals schien es 
so, als ob die Hydrodynamik der wirklichen Flüssigkeiten nur in England gedeihen 
könnte (Froude, Osb. Reynolds). In Deutschland blieb die technische Hydraulik in 
groben empirischen Ansätzen stecken, während die theoretische Hydrodynamik ange- 
sichts der mathematischen Schwierigkeiten der nicht - linearen hydrodynamischen 
(rleichungen nicht viel über den schon von Helmholtz und Kirchhoff abgesteckten 
Problemkreis hinauskam. Das änderte sich mit einem Schlage durch Prandtls neue 
Konzeption, die dem gesunden Anschauungsvermögen des praktisch gebildeten Ingentieurs, 
verbunden mit dem gründlichen Forschungstriebe des wissenschaftlichen Kopfes, ent 
sprungen war. Die mathematischen Schwierigkeiten waren in glücklichster Weise 
zurückgeschoben; die enge Grenzschicht ließ sich verhältnismäßig leicht behandeln: 
außerhalb derselben galt die Potentialbewegung, die die mathematische Physik schon 
längst meisterte. Ich hörte Klein damals zu Prandtl sagen: „Ihr Vortrag war der 
schönste des ganzen Kongresses“; mit seiner unglaublichen Blicksicherheit erkannte 
Klein sofort die Tragweite der Prandtlschen Methode, 


In die Zeit ihrer Weiterentwicklung fällt der gewaltige Anstoß, der von der Flug 
technik ausging. Daß Prandtl zu den ersten gehörte, die die Bedeutung wissenschaft- 
licher Forschung für den technischen Fortschritt auf diesem Gebiete erkannten, geht 
aus den im Jahre 1906 der Motorluftschiff-Studiengesellschaft gemachten „Vorschlägen“ 
und den gleichzeitig entstandenen „Plänen für eine Modellversuchsanstalt“ hervor. 
Es folgte die Zeit, in der die Versuchsanstalt entstand und sich aus bescheidenen 
Anfängen („Windheim“) entwickelte, um im Kriege zu voller Entfaltung zu kommen. 
Eine Fülle experimenteller Erkenntnis ist hier zum Nutzen der Flugtechnik und zur 
Mehrung der Geltung Deutscher Wissenschaft gewonnen worden. 


Aus dieser experimentellen Arbeit erwuchs gegen Ende des Krieges ein weiterer 
großer Fortschritt theoretischer Art: Die „Tragflächen und Propeller-Theorie*, die 
wiederum einen Markstein in der Entwicklung der Hydromechanik bedeutet. Die 
nächste grundlegende, hydromechanische Frage, die Prandtl in Angriff nahm, war das 
Problem der Strömung bei ausgebildeter Turbulenz, schon gestreift in der frühen Arbeit: 
Beziehung zwischen Wärmeaustausch und Strömungswiderstand der Flüssigkeiten, 
Phys. ZS. 1910. Über die Ergebnisse etwa fünfjähriger, experimenteller und theoretischer 
Forschung auf diesem (Gebiete berichtete Prandtl auf dem Internationalen Kongreß für 
Technische Mechanik in Zürich, 1926. Diese Untersuchungen, auf die sich in neuerer 
Zeit das Hawuptinteresse der strömungswissenschaftlichen Forschung konzentriert, hat 
Prandtl mit seinen Schülern bis in die neueste Zeit weiterverfolgt. 


Neben den hier genannten grundlegenden Arbeiten zur Strömungslehre sind 
manche Veröffentlichungen über Gasdynamik zu nennen, darunter eine der frühesten 
Arbeiten Prandtls, die bekannte Abhandlung „Über die stationären Wellen in einem 
Gasstrahl“. Diese wurde fortgesetzt in verschiedenen Publikationen, die eine Zusammen- 
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fassung in dem 1913 erschienenen „Abriß der Lehre von der Flüssigkeits- und Gas 
bewegung“ fanden; er wurde im Jahre 1951 als „Abriß der Strömungslehre“ nei 


herausgegeben. 


Prandtls früheste Arbeiten lagen auf dem (Gebiete der Elastizitätstheorie. Dure) 
seine Dissertation „Kipperscheinungen“ (München 1899) erhielt die Theorie der Stabilitä! 
des elastischen Gleichgewichtes einen lebhaften Antrieb; die Arbeiten über die Torsion 
prismatischer Stäbe sind in den gesicherten Bestand der Wissenschaft übergegangen 
so daß die Analogie zwischen dem Torsionsproblem und der Frage nach der Gestalı 
einer Membran als „Prandtisches Gleichnis“ heute Allgemeingut der wissenschaftlie): 
gebildeten Ingenieure geworden ist. 

Eine andere grundlegende Arbeit auf elastischem Gebiete war: „Über die Ein 
dringungsfestigkeit plastischer Baustoffe und die Festigkeit von Schneiden“, ein« 
Arbeit, die für diese Zeitschrift noch eine besondere, historische Bedeutung hat 


ursprünglich in den Göttinger Nachrichten erschienen, eröffnete sie in erweiterter 


Form im Jahre 1921 die Reihe der Hauptaufsätze im ersten Heft des ersten Bandes 


Außer durch seine Forschungen hat Prandtl durch seine Lehrtätigkeit — ers/ 
an der Technischen Hochschule in Hannover, dann an der Universität Göttingen 
einen weitreichenden Einfluß ausgeübt. Eine große Zahl derer, die heute in Deutsch 
land als Forscher und Lehrer auf dem Gebiete der Ingenieurmechanik tätig sind, 
sind seine Schüler gewesen, und es gibt wohl keinen, der nicht von seinen Arbeiten 
angeregt und gefördert worden wäre. 


Das Ansehen, das Prandtl weit über die deutschen Grenzen hinaus genießt, 
yründet sich aber nicht nur auf seine wissenschaftlichen Leistungen, sondern auch 
auf seinen wohlmeinenden, geraden Charakter. Kopf und Herz am rechten Flecke, 
so möge er noch lange unter uns wirken, als herrorragendster Repräsentant der 
deutschen Forschung auf dem Grenzgebiet zwischen theoretischer Naturerkenntnis und 
praktischer Naturbeherrschung. 


München, Universität, 


Institut für theoretische Physik. A. Sommerfeld. 
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ber die Bildung von Wirbeln in reibungslosen Flüssigkeiten. 
Von J. Ackeret in Zürich. 


or längerer Zeit hat Felix Klein in einem gleichnamigen kurzen Aufsatz‘) an Hand 
eines einfachen Beispiels zu zeigen versucht, daß die Entstehung von Wirbeln bei Be- 
egung starrer Körper auch in reibungsloser Flüssigkeit möglich sei. Nun verbieten aber 


y — 
- 


viederum die Helmholtzschen Sätze dies, und es erhebt sich die prinzipiell nicht un- 
vichtige Frage, wie denn der Kleinsche Befund mit den Gleichungen der Hydrodynamik 
;u vereinbaren seı. 

Klein argumentiert so: 

Es werde (Abb. 1) ein dünnes Brett durch 
das Wasser gezogen. Die Potentialbewegung 
ist dann so, daß an der Platte selbst ein tangen- 
tialer Geschwindigkeitssprung herrscht. Wird 
num im Laufen das Brett sehr rasch vertikal 
aus dem Wasser gezogen, so bleibt der Sprung 
in der Flüssigkeit, es entsteht eine echte 
Wirbelschiecht, die sich dann zu einem inten- 
siven Wirbel zusammenrollt usw. 

Die Beobachtung in der Natur zeigt 
annähernd dieses Verhalten; so ist es denn Abb. 1. 
nieht verwunderlich, daß das Kleinsche Gedankenexperiment überzeugend wirkte’). 

Und doch ist seine Überlegung nicht stichhaltig°). 

Es wird nämlich übersehen, daß das Herausziehen eine dynamisch wirksame Aktion 
ist, die Kräfte zur Folge hat, die nun genau wie es sein muß die ursprüngliche Um- 
strömung zum Verschwinden bringen. Im nachfolgenden soll dies näher erläutert werden. 

Wir gehen aus von der voll entwickelten Potentialströmung®). Abgesehen von der 
kinetischen Energie der Platte selbst, die uns nicht weiter interessiert, steckt auch in der 
bewegten Flüssigkeit kinetische Energie T. Man findet sie, indem man etwa von der Be- 
merkune ausgeht’), daß die Platte durch das Wasser eine scheinbare Massenvergrößerung er- 
fährt. Die zusätzliche Masse entspricht der Wassermasse des gestrichelt gezeichneten Halb- 
zylinders vom Radius gleich der Eintauchtiefe. Die kinetische Energie ist also, wenn o 
die Wasserdichte, b die Eintauchtiefe und e die Geschwindigkeit bedeuten und das betrachtete 
Plattenstück die Länge 1 hat, 
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Wenn wir das Herausziehen uns zunächst in endlicher Zeit erfolgend denken, so wird mit 
Verkleinerung von b auch der Impuls verkleinert, es wird also von der Flüssigkeit auf die 
Platte eine Kraft P im Sinne der Bewegung ausgeübt. Wir finden einfach: 
n d. dJdb db 
——- - OTTODC j 
At db dt ® At 
In der Zeit dt geht die Platte um den Weg d@e=cdt weiter. Für die abgegebene Arbeit A, 
ist demnach 
dA,=Pda=-onbedb. 


Offensichtlich spielt die Geschwindigkeit des Herausnehmens gar keine Rolle; die Arbeit 4 
wird: 
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A,=onl#? 


1) Z. für Math. und Physik, Bd. 58, 1910. 

2) Bei der Herausgabe der Ges. Math. Abhandlungen 1922 betont Klein erneut die prinzipielle Bedeutung seiner 
damaligen Notiz (Bd. II, S. 713). 

3) Jch entsinne mieh, von D. Thoma (München) gelegentlich Zweifel an der Gültigkeit der Kleinsehen Über 
legung gehört zu haben, doch ist meines Wissens die Sache nirgends näher untersucht worden. 

°#) Von Wellenbildung usw. sehen wir ab (wie Klein übrigens auch) und betrachten die Oberfläche stets als 
renau horizontal. Das ist keine wesentliche Einschränkung. 

5) hLamb-v. Mises: Hydrodynamik (Leipzig) 1931, S. 93. 
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Das ist nicht T, sondern genau das Doppelte. Beim Herausziehen leisten nicht nur die 
Normaldrücke Arbeit, es muß auch Arbeit aufgewendet werden gegen die Wirkung der an 
der umströmten Plattenkante wirkenden Saugkraft S°). 


Diese ist wiederum elementar berechenbar’): 


e® 
S: OT = ; 


Die von außen geleistete Arbeit A, ist dann 


h 
e ( b? e? 
,=onz \bdb=on 5 
0 
Damit erhalten wir die Bilanz: 
b?’ & 
‚n- 17377 =3 


so daß nach dem Herausnehmen der Platte die kinetische Energie der Flüssigkeit für die 
Arbeitsabgabe gerade aufgebraucht, die Bewegung also zum Stillstand gekommen ist. 

In der reibenden Flüssigkeit erfolgt keine unmittelbare Kantenumströmung, die Saug- 
kraft S existiert bei unbegrenzt dünner Platte nicht mehr, und die Bildung von Trennungs- 
schiehten, die von der Kante ausgehen, ist möglich. Auf diese Weise müssen die Wirbel er- 
klärt werden, die man in Wirklichkeit beobachtet. P6 


Kinfluß des Strömungszustandes auf die Angabe 
von Melsdüsen. 
Von A. Betz, V.D.I. in Göttingen. 
Aus dem Kaiser Wilhelm-Institut für Strömungsforschung. 


1. Einleitung. Die Wirkungsweise der Meßdüsen, Venturirohre und ähnlicher Geräte 
beruht darauf, daß bei einer Querschnittsverengung in einer Leitung die Geschwindigkeit 
steiet und damit nach der Bernoullischen Gleichung der Druck sinkt, so daß man aus dem 
Druckabfall bei einer Querschnittsverminderung auf die Geschwindigkeiten und die Durch- 
lußmenge schließen kann. Sind F,, v,, p, Querschnitt, Geschwindigkeit und Druck vor der 
Düse und F',, »,, p; die entsprechenden Werte in dem engeren Querschnitt der Düse, so ist, 
falls », und p, bzw. ®, und p, über den ganzen (uerschnitt konstant sind, nach der Ber- 
noullischen Gleichung 


4 2 2 4 2 KL 2 gu | E: 
pP, P> > (v, v,”) > V, (2: L]: > v, (Fr) 1 7 de, 35 Aid se 
wobei o die Dichte der Flüssigkeit ist. Die Durchtlußmenge ist 
es 


a das Verhältnis der Querschnitte F für eine bestimmte Düse bekannt ist, so läßt sich 
1 
nach Gl. (1) auf Grund der gemessenen Druckdifferenz p, —p, die Geschwindigkeit ®, 
reehnen. Diese Formel setzt, wie gesagt, voraus, daß v, und p, bzw. v, und p, über den 
canzen (Juersehnitt konstant sind. In Wirklichkeit ist die Geschwindigkeit zum mindesten 
der Größe nach nieht konstant, sie fällt z. B. stets gegen die Rohrwandung auf Null ab. Meist 
weicht auch ihre Riehtung von der axialen ab, es sind tangentiale Geschwindigkeitskomponenten 
(Drehung) vorhanden. Im letzteren Falle ergeben sich infolge der mit den tangentialen Kom- 
ponenten verbundenen Zentrifugalkräfte Druckdifferenzen. p, und p, sind nicht über den 
eanzen (Juersehnitt konstant. Im folgenden soll der Einfluß solcher Abweichungen von den 
konstanten Werten auf die aus der Druckdifferenz bei Meßdüsen und ähnlichen Geräten er- 
mittelten Mengen theoretisch untersucht werden. Zunächst wollen wir den Einfluß axialer 
Geschwindigkeitsunterschiede und dann den tangentialer Störungsgeschwindigkeiten betrachten. 
Manche der angeführten Überlegungen sind bereits bekannt. Doch scheint bisher eine syste- 
matische Behandlung der Fragen zu fehlen. 


be- 


%, Grammel: Hydrodyn. Grundlagen des Fluges, 1917, S. 21. 
'), Dätwvler: Diss. Zürich, 1934, S. 26. 
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1e 2. Einfluß axialer Geschwindigkeitsunterschiede. Bezeichnen wir mit », den Mittelwert 
ın | er Geschwindigkeit im Querschnitt F/,, mit », den im Querschnitt F, und die Geschwindigkeit 


n einem bestimmten Punkte mit w, =», +e, bzw. w,—=r,-+ e,, mit e, und e, also die Ab- 


veichung der Geschwindigkeit vom Mittelwert, so ist die Durchflußmenge 





Fj 
9=F,v,=\W@, + 7 1 CE GR Er 
u 
Fi 
Da », konstant und demnach \v,dF, =», F, Ist, so muß 
0 
Fi 
RT. A ee 
0 
sein. Ebenso ist für den Querschnitt F', 
Fs 
EN AR ee 4 © 
e 0 
}- Wenn keine tangentialen Geschwindigkeitskomponenten vorhanden sind, so ist der Druck p, 
3- über den Querschnitt F, konstant. Das gleiche gilt für den Druck p, im Querschnitt F\,. Die 
nergieverluste in der Düse sind sehr gering. Infolgedessen muß die in den Querschnitt F, 
6 eintretende Energie gleich der aus dem Querschnitt F, austretenden Energie sein. Dies er- 
eibt folgende Beziehung 
Fi Fo 
y 0 N 3 ’ Y l OÖ | R ’ * 
pP, F,v, +5 \ w,+e."dF, =p.F,v,r75 \ (v,t&e)"dF, en.  (). 
ı HG 
Führen wir die Mittelwerte 
F; Fj Fs F3 
\2,’4F, \erdF, \e,dF, 1 MR, 
z 0 — 0 —. 0 — # - 
{ 2 os A, ee 7 = Yeaaı 7 Bu Ye N) er  . ; 
F', F, F, F, 


ein und beachten, daß F,»,=F,v,— (0 ist, so erhalten wir 











0 a 8 &,” ' 0 > 3 u Ey” 
Pi -r 2 ol»; -3 Ad 20 2 PR, 9 + y olr, +98, ie - 
id h 1, “4 1 
[#] ‘ — - g,3 &,3 
. ‘2? 2 = 19 2 
P: Pa — .) (‘ 2 ", .) Ba © +7 N | (9). 
er ei l 2 


(Gegenüber dem Werte bei konstanter Geschwindigkeit ist die Druckdifferenz infolge der un- 
sleichmäßigen Geschwindigkeitsverteilung um den rechts stehenden Ausdruck vermindert '). 
Ist die Geschwindigkeitsverteilung in der Zuströmung (e,) bekannt, so können wir diesen 
Korrekturausdruck immer noch nicht ohne weiteres berechnen,- da wir dazu auch die Ge- 
schwindigkeitsverteilung im Düsenquerschnitt (&e,) kennen müssen. Da aber wenigstens für 
einigermaßen starke @Querschnittsverminderung in der Düse &, gegenüber #, meist nur von 
untergeordneter Bedeutung ist, so genügt im allgemeinen eine angenäherte Kenntnis von e&,. 
Diese ergibt sich durch folgende Überlegung. Ein Teilchen, welches im Querschnitt F, die 
(Geschwindigkeit »,—+e, hat, erhält durch die Verengung im Querschnitt F, die Geschwindig- 
keit ©»,-+:,. Nach der Bernoullischen Gleichung für einen Stromfaden ist 


[#] ‘ ‘ 


0 
. | 38 - MR _ = 2 2 - 0 e . e . - 2 2 ( 
Pı "P: „ m, r&) (, mE) „im, v,)r5selm,r,—v,Ee)t le 2). AN. 


Durch Vergleich mit Gl. (S) ergibt sich 


2(v,&,— VE) + Ey — Er, + 9le, 2) + >=) 0.2. #12 5 2. AB: 
1 2 


I) Auf diese Fehlerquelle hat in anderer Form kürzlich Herr B. Eek hingewiesen in seiner Arbeit: Die aus- 
xleichende Wirkung von Düsen, Ing.-Areh. V., S. 315, 1934. 
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Wenn wir e, und &, klein gegenüber v, und ®, voraussetzen, so können wir alle Glieder mit 
höheren Potenzen von &, und e, gegenüber denen mit der ersten Potenz vernachlässigen 


und erhalten 


€, Yu. 2 u 4 u ES AI) Fa u SER rel Rt ed ee ee FE 
er} = E, e: Aa went Da Et SM ER 
3 v, F', 


Die Störungsgeschwindigkeiten e nehmen also proportional dem Querschnitt ab. [Die relativen 


Zar £E 2 ; 
Störungsgeschwindigkeiten nehmen proportional (7) ab>).| 
1 


Bei Beschränkung auf kleine Werte’) von e ist demnach 





Damit wird aus Gl. (8) 











ee + ee 
wobei 





den von der ungleichmäßigen Zuströmung herrührenden Korrekturfaktor für die Druckdifferenz 
darstellt. 

Um ein Bild von der Größenordnung dieses Korrekturfaktors zu geben, wollen wir ıhn 
für zwei Fälle von Zuströmungen berechnen: Der eine Fall sei die ausgebildete laminare 
Rohrströmung, der andere die ausgebildete turbulente Rohrströmung. Die Geschwindigkeits- 
verteilung über den Rohrradius ist für die beiden Fälle gegeben durch die Gleichungen 


/yp\2] 
a) w =v, TE: 2»,|i (5) | ie u a ae ee ee 
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I 





b) w, =v,+e,=1,22v, |] (17). 





Dabei ist R der Radius des Rohres und r der Radius, an dem die Geschwindigkeit w, herrscht. 


Für den ersten Fall ergibt sich 





na, 
e,° 3 DE ae era N rn 

A 
am] | f) 2" De (SR PR Az € A ER EI nes 7% Ze 

F' 

Für den zweiten Fall 

ie, RO... ee ri 
a=1 0,06. (75) en 


Im letzteren Falle erreicht der Fehler bei sehr geringer Querschnittsverkleinerung 


| ’>1)6% bei einigermaßen starker (@uerschnittsverkleinerung bleibt er in erträglichen 


F 0» 
1 
Grenzen. Bei laminarer Zuströmung ist der prozentuale Fehler aber in den meisten Fällen 
unzulässig hoch; für p >| wird er sogar beliebig groß (a—V0). 
1 





?) Dieses Verhalten ist seit langem bekannt. Es wird insbesondere bei Windkanälen für aerodynamische Versuche 


zur Erzielung eines gleichmäßigen Luftstromes praktisch verwertet. 
dFs vı + &ı 


>, An sieh ist der Zusammenhang etwas komplizierter, da = ist. In den meisten Fällen ist es aber 
dF, Ua -+ &a 
. r : i } "+ 2 a " r a ’ 
vollständig ausreichend, für die Mittelwertbildung - zu setzen, womit sieh die obigen Beziehungen ergeben. 
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Man sieht auf jeden Fall, daß der Einfluß der Geschwindigkeitsverteilung in der Zu- 
trömung das Ergebnis der Mengenmessung einigermaßen stark beeinflussen kann. Da nun 
ielfach die Geschwindigkeitsverteilung nicht bekannt sein wird, so tritt die Frage auf, ob 
an ihren Einfluß nicht experimentell bestimmen kann. Wenn man in Gl. (15) das Glied mit 
”, das sich fast stets als sehr klein ergibt, vernachlässigt, so hat der Korrekturfaktor die Form 


F,\? 
Oz | und, / (7) . r . . R P ö . R . } j . R . R j (22), 


wobei x von der Geschwindigkeitsverteilung abhängt. Bei dieser Darstellung kommt der 
sanze Einfluß der Geschwindigkeitsverteilung in einem einzigen Koeffizienten zum Ausdruck. 
Führt man die Messung mit zwei’) Düsen von verschiedenem Querschnittsverhältnis aus, so 
kann man aus dem Verhältnis der mit den beiden Düsen sich ergebenden Druckdifferenzen 
len Koeffizienten x leicht errechnen. 

Da am Rohrrand die Geschwindigkeit auf Null abfällt, geht dort z,>»,. Man kann 
daher gegen die bei der Abschätzung von e, gemachte Voraussetzung e, <<», (Gl. (11)) Be- 
denken haben. Um den Einfluß der Vernachlässigung zu prüfen, kann man für bestimmte 
Beispiele von Geschwindigkeitsverteilungen den Zusammenhang zwischen Druck und Quer- 
sehnittsverhältnis in folgender Weise’) berechnen. Man geht dabei von der Druckdifferenz 
p, —p, aus. Sind w, und w, die Geschwindigkeiten auf einem Stromfaden vor und hinter 
der Düse, so ist 

[#] d 


Pı 77 w’=Pp,+ ee te ek 
f .) 
m, = % (Pı —-P,) r. ee et DE TEEN a ME 
Hieraus finden wir 
1 
h Fj ® n 1 d F 
Br SEM. | v, 
2 , J- 
' ' \ Al f ' = (2). 
F F \w, F mw. ) 
1 1. 2 1 ) Pi I’ 
“ 3 tr, [01,8 
d v, (0/2)ı : 
.. Fr m; r ß Pi > F, 
Man erhält dadurch für gegebenes 2 den Zusammenhang PIERRE: = ae p und da- 
1 n » 1 
v. 
‘) 1 


mit den Korrekturfaktor a (Gl. (14). Führt man diese Rechnung z. B. für die laminare Ge- 
schwindigkeitsverteilung (Gl. (16)) durch, so erhält man genau das gleiche Ergebnis wie mit 
unserer Näherungsrechnung. Wenn dies natürlich auch nur ein besonderer Zufall ist, so kann 
man daraus doch erkennen, daß die Vernachlässigungen der Näherungsrecehnung nicht zu groß 
sind. Bei der Prüfung an weiteren Beispielen ergibt sich, daß die Näherungsformeln nur bei 


y 
« 


7 > 08 größere Fehler ergeben. Solche Querschnittsverhältnisse 
1 


werden aber praktisch kaum benützt. 


(Juerschnittsverhältnissen 


3. Einfluß von Drehgeschwindigkeiten. Führt die in einem Rohr strömende Flüssigkeit 
eleichzeitig eine drehende Bewegung aus, wobei « die Umfangsgeschwindigkeit im Radius r 
sein möge, so hat ein Flüssigkeitsring vom Querschnitt 2rzdr und der Masse m den Dreh- 
impuls m rw. Wenn sich ein solcher Ring beim Durechtritt durch die Düse vom Radius r, 
auf den Radius r, verkleinert, so bleibt dieser Drehimpuls erhalten, da ja kein Drehmoment 
auf den Flüssigkeitsring ausgeübt wird. Es ist also 

n.u—wrn.u oder Un U*'. 2 nr BR. 


Bei der Verkleinerung des Radius, d. h. bei Verengung des Querschnittes nimmt demnach die 
Umfangsgeschwindigkeit zu, im Gegensatz zu den axialen Störgeschwindiekeiten, welehe kleiner 
ss 8 S S 


r F', 
aneenähert wie | F verhalten, so ist 
1} 


. 


werden (Gl. (12)). Da sıch die Radıen 
1 


4), (Grundsätzlich könnte man durch Messung mit drei verschiedenen Düsen auch das vernachlässizte Glied mit 
‘;3 berücksichtigen. Praktisch ist diese/Möglichkeit aber bedeutungslos. 


°») Dieser Weg ist in der erwähnten Arbeit von Eek (Fußn. ], S.3) benützt worden. Er ist zwar in der Ableitung 
einfacher, führt aber nieht zu so bequemen Näherungsformeln wie die vorstehende Darstellung. 
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Die mittleren axialen Geschwindigkeiten ®, und ”, verhalten sich wie 


. . « .. ® . „ ® ® Y .. . 
Fir die relativen tangentialen Störzeschwindigekeiten ereibt sich demnach das Verhältnis 
> 


a FE in, 0 a aA Din "am fc San „6 


Diese nehmen also in der Düse ab, aber wesentlich weniger stark als die axialen Stör- 
eeschwindiekeiten. 


Für unsere Untersuchung können wir uns auf den Fall beschränken, daß der Ausgangs- 
querschnitt sehr groß gegen F, ist. Wir wollen ıhn mit F, bezeichnen. Die Verhältnisse 
beim Übergang von einem endlichen Querschnitt F, auf einen anderen F', erhalten wir durch 
die Differenz der Vorgänge beim Einströmen in die beiden Querschnitte F, und F, aus einem 
sehr großen Querschnitt F,. Wenn wir in F, endliche Tangentialgeschwindigkeiten haben, 
so gehen diese im Querschnitt F, gegen Null. Axıale Störungen würden, wenn sie im (Juer- 
schnitt F, endliche Werte haben sollen, im Querschnitt F, beliebig groß sein müssen: des- 
halb war bei den axialen Störungen diese vereinfachte Betrachtungsweise nicht angängig. 


Ist « die Umfangsgeschwindigkeit der Drehbewegung im Radius r, so entsteht durch 
die Zentrifugalkraft der umlaufenden Flüssigkeit ein radıales Druckgefälle 


Op u” 
-() F 
Q Y .g 


(29). 
Ist pp» der Druck an der Rohrwand, deren Radius R sein möge, so ist der Druck im Innern 
im Radıus r 

R 

u” 

p PR o\- dr A E } ; , ; ; i r u - . 2 (30). 
- Y 

7 


Dieser radial veränderliche Druck beeinflußt nun im allgemeinen auch die axiale Geschwindig- 
keitsverteilung ww und damit die Durchflußmenge. Außerdem muß man eine Festlegung treffen, 
an welcher Stelle man den für die Mengenmessung zugrunde zu legenden Druck überhaupt 


messen soll. 
Wir wollen zwei Beispiele betrachten: Bei dem ersten ist über die ungestörte Ein- 


strömung 0° konst ein Potentialwirbel «= , überlagert (= Zirkulation). Die Axıal- 
rn 


geschwindigkeit »w» wird dabei nicht beeinflußt, da wir ja zwei Potentialbewegungen überlagert 
haben, was ohne gegenseitige Störung möglich ist. 


Messen wir für die Berechnung der Durchflußmenge den Druck p, an der Düsenwand, 
so erhalten wir auf Grund der Bernoullischen Gleiehune anstatt des uns interessierenden 


BEER SU ra et E 
Staudruckes der Axialgeschwindigkeit 5 »” den der resultierenden Geschwindigkeit 5 (m — up”), 


also einen Fehler von der Größe > up. Würden wir den Druck an einer anderen Stelle ım 


Innern messen, so würde der Fehler noch größer sein. Es ist daher am zweckmäßigsten, den 


Druck an der Rohrwand zu messen. Die Größe des Fehlers kann man dadurch ermitteln, 
daß man die Riehtung der Strömung an der Rohrwand (etwa mit einem Seidenfaden) fest- 


- \ ' ' IR ; 
stellt. Ist die Winkelabweichung von der axialen Riehtung © „50 wird 
[] - ” Br 
De — PR N u ee a Ri a 


@a=1-+0° ist demnach der Korrekturfaktor. Bei nicht zu starker Drehung weicht er nur 
wenig von Eins ab. 


er 


\W 
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Als zweites Beispiel wollen wir annehmen, daß sich die Flüssigkeit mit konstanter 
Winkelgeschwindiekeit &, also wie ein starrer Körper, dreht, so daß 


Ve IE ee Be en at FE 


ist. Dieser Fall tritt angenähert ein, wenn die Flüssigkeit in dem großen Raum, aus dem 
s sie in den Meßquerschnitt eintritt, eine schwache Drehung besitzt, aber längere Zeit zur 
Beruhigung ungestört blieb, so daß sich die an sich sehr kleinen Drehgeschwindigkeiten weit- 
ehend ausgleichen konnten. Bezeichnen wir wieder mit p, den Druck in diesem Raum, mit 
| p den Druck im Meßquerschnitt F, im Radius r, mit pr den an der Rohrwand (Radius 2), 
mit @« und w bzw. up und ww, die tangentiale und axiale Geschwindigkeitskomponenten im 
Radius r bzw. R, so ist nach Bernoullı: 


O o 
p, =Ppr +5 WR tw) pr +5’ +Ww) . . 20202020. (8), 


ferner infolge der Zentrifugalkräfte 


R 
72 u u) > s 
PR p 0.0" \ rdr = 5 (pp Br a an. arte 
Aus diesen beiden Gleichungen finden wir 
w”—=wR’+2lupR -W)=mwp’+2up —2r ww. . 20.0.8). 
Die Durchflußmenge 

Rt 
Deaniwrär : .: 2 2 2 2 3 ss wer 5 BD 

0 


ergibt sich dureh Einsetzen des Wertes von w aus Gl. (35) und Ausführung der Integration zu 





Wen Il (un\” 1 /up\’ 
=; |Vwr? + 2 up? — wp’] = R’nm; |1 | .) | = |; j} 
u 3 Up“ 1] R I R R | R + > mp 151 MW | 
Der Druck an der Rohrwand ist 
EEE 
PR=Pı 59 (up“ I pr") . : j : e . - i ; : (35). 


Ohne Berücksichtigung der Drehung würden wir aus der Messung dieses Druckes auf eine 
Durchflußmenge 





"= R’aryup ww = R’awp 


l /u»\? 1 /up\*? 
es (5 R\+...). 22 ...(89) 


| 2 \wp) 5 \wn, 


schließen. Diese stimmt, wie man durch Vergleich mit Gl. (35) sieht, in den beiden ersten 


' . ’ : r a , R } de uUn\? 
Gliedern der Reihe mit der wirklichen Durchflußmenge überein. Erst im Glied mit Ba 
R 
macht sieh ein Unterschied bemerkbar®): 
1 up\ 
() () n 9) R? a| - A . j A j (40). 
eh WR 


Bei nieht zu starker Drehung [uR<— vn) ist demnach der Fehler, den man bei Verwendung 


des Wanddruckes ohne Berücksichtigung der Drehung macht, in diesem Falle außerordent- 
lich klein. 


Zusammenfassung. Der Einfluß ungleichmäßiger Geschwindigkeitsverteilungen und von 
Drehgeschwindigkeiten in der Zuströmung zu einer Meßdüse wird theoretisch untersucht. 
Der Einfluß von Drehgeschwindigkeiten ist bei mäßiger Drehung im allgemeinen nicht sehr 
eroß, wenn man als maßgebenden Druck den Druck an der Rohrwand benützt. Der Einfluß 
einer ungleichmäßigen Geschwindigkeitsverteilung kann u. U. recht merklich werden. Man 
kann ihn durch Messung mit zwei verschiedenen Düsenverhältnissen eliminieren. Pi 


6), Dieses Ergebnis wurde, unabhängig von mir, auch von meinem Mitarbeiter, Herrn Dipl.-Ing. O. Schrenk, 
eefunden. 
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Über die Bestimmung der „Durchschlagkraft“ einer 
schwachgekrümmten, kreisförmigen Platte. 


1. Einleitung. 


kreisför Platte, 


belastet 


der Belastune ist, 


nie 


ist. 


Von €, B. Biezeno') ın Delft (Holland). 


welehe in ıhrer Mitte von einer senkrecht wirkenden 


Wir betrachten eine schwachgekrümmte, in ihrem Rande freigelagerte, 
Einzelkraft 
Während bei einer ebenen Platte die Durchbiegung eine eindeutige Funktion 
ist dies bei einer schwachgewölbten Platte nicht mehr der Fall, und wir 


P 


stellen uns die Aufgabe, für den eben erwähnten Sonderfall den Zusammenhang zwischen 
Belastung und Deformation näher festzustellen. Im besonderen wird diejenige Kraft bestimmt, 
hei weleher die Platte, unter Aufrechterhaltung der Kraft, „durchschlagen* würde, und welche 


dementsprechend 


worden 


Ventilen, bei welchen ein solehes Durchschlagen unzulässig ist, sowie 
etwas anderen Randbedingungen 


Ist ?). 


im Titel dieser Abhandlung 


bei Versehlüssen. welche durch einen 


eeöffnet werden können. 


2. Die spezifischen Dehnungen. 


bereits als „Durchschlag"kraft bezeichnet 
Die Aufgabe findet u. a. praktische Verwendung bei membranartigen, gewölbten 
wenn auch 
zentralen Druck 


unter 


Wir beschränken uns im folgenden auf eine Platte von 


konstanter Krümmung, wenn auch für einen allgemeineren Fall das Aufstellen der Differential- 


oleiehungen des Problems nieht mehr Mühe machen würde. 





!, Der Verfasserfmöchte Herrn Dr. ir. J. 


der 
Mitteltläche, 


der 


(konstante) 


(veränderliche) 


Es sei (siehe Abb. 1 und 1a): 


r 
h ds' \\ LY 
m = v 7. \ 
n uiyrav \ 
u ZN 
/ ds 7 p 
j vi 
wi /ds 
E N 4 \ Y 
FW 
. Ä 
p dy an 
\L 
\ 
\ 
14 \ 
tr un 7 
\ \\ 
\ \ 
Abb. 1. Abb. la. Abh. 2. 


Krümmungesradius des Meridianschnittes der 


Krümmungsradius des Meridianschnittes der 


Mitteltläche, 


die Plattendicke, 


r der Plattenhalbmesser, 


die Pfeilhöhe der Mittelfläche, 


undeformierten 


deformierten 


r der Abstand eines beliebigen Punktes der Mittelfläche zur Umdrehungsachse, 


SeINe 


seine senkrechte Koordinate, 


radiale Verschiebung, 


» seine senkrechte Verschiebung, 


y der Winkel, 


welchen die Normale der Mittelfläche dieses Punktes 


drehungsachse einschließt, 


J. Koch, der 


unterstützt hat, aueh ansdieser Stelle seinen herzliehsten Dank aussprechen. 
Kine ähnliehe Aufgabe wurde vom Verfasser vor einigen Jahren für einen in seinen Enden gelenkig gelagerten, 


schwachgeekrümmten Stab behandelt (vgel.: Proe. Kon. Ak. van Wetenschappen, Amsterdam, Vol. XAXNIl, Nr. 7, 


B 1e 


U. B. 


zeno: 


Über 


eine Stabilitätsfrage beim gelenkig gelagerten, schwachgekrümmten Stabe). 


sind für jenen Fall aber weit einfacher. 


mit 


Die 


der Um- 


ihm beim Abfassen dieser Abhandlung aufs wirksamste 


1929: 


Verhält nisse 





1 


1 
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y die Vergrößerung dieses Winkels bei der Formänderung der Platte, 
2 die radial gemessene Höhe eines beliebigen Punktes über der Mittelfläche, 
As(d.x, dy) das Linienelement der unverzerrten Meridiankurve der Mittelfläche, 

ds’ das korrespondierende Linienelement in der Höhe z (siehe Abb. la), 
Is(d.x,dy) das verzerrte Linienelement ds, 

ds’ das verzerrte Linienelement ds’, 


£m die spezifische Dehnung des Elementes ds, 
& die spezifische Dehnung des Elementes ds’, 


e; die spezifische tangentielle Dehnung in der Mittelfläche, 
£7 «die spezifische tangentielle Dehnung in der Höhe z, 
die zur Höhe z in Richtung von ds’ wirkende Normalspannung, 


57 


Om 
o+ die im Meridianschnitt zur Höhe z wirkende Normalspannung, 
E der Elastizitätsmodul 

m? Eh m? Eh’ | m’—1I a 


sah’, 


0a=- , = F y ie u 
m? — 1 12(m?’—1) 12 2 Sm’ po" 


So gilt (siehe Abb. 2) 
dq 


ds’ =ds+zdp=ds-+2z 2 ds 1 ! „)ds 
_— — BE lı IT PB 2 
ds’ =ds+ z(dg +dy)=ds-+z- Pa 2 ds (1-+ Is. 
‘ \ ı) 
Es ıst also 
de -ds 1+ „)7 -(1+ pie Ihe | 
m ds’ - 2 \ 2 ds 
f + \ds I+ 
() [#) 


Ersetzt man in diesem Ausdruck, wegen der Kleinheit der Größen 9 und y, ds durch 
Yi+gy?dx und ds durch YI+@-+y) de=yl+(p+y)(de+du), so findet man für 








wi Ä —— 
‚ o | p-+y) - (det du Mr 2\ Ipw-+ yr , 
Em E v1i+( 4 ) |» [14 V (+ ä | k Hin 
{ 4 en | I+y’-dx O > er 
0 
4 - +) lu + 2 +pw- Ey 
= . ap“ "u wu 4 Lıpıpy + 1)" 
17 5)\ PFEFFER | nr 0 Ai i 
/ | cc 2 Be oh 2 ze 
Terra oje Se a a 
u o 2 
Schreibt man schließlich der Reihe nach für = 
1 dp+y) d(p-+y) ds (4 u e | ‚d.x\ yi-+y’ 
- m — a > ® —_ z——— A 4) 
0 ds ds ds o ds/ds oO is) Vi+(p+ y) 
Er... FREE | ’ 5 ‚dr | MR. | u. 
-| er ds) Er, 1-5(P+W)] > | u ds) 349 sry) 
| “ op” 1 e 
u | a 4 1 92 f q 1) . 6) vr), 
| | 2 
Br | BER. En 
so (daß D O0 rw o ry v >) y! (4 „Tr > 1“ 


so findet man für e,„' unter erneuerter Vernachlässigung der Größen dritter Ordnung 


> 


2 E 2.2 
Bu 7a + )a 7 + sy yr)-+ 7 y Ta rs N 
Weit einfacher ist die Bestimmung von er, denn es gilt 


2rla tu) +2 +yYy)|- 2a +zp) utzy u+tzy 


ee - | n na SE VE 


In (w +2 qQ ) 729 X 
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3. Die auf ein Körperelement wirkenden Kräfte und Momente. Mit den spezifischen wu 
Dehnungen &„ und &, hängen die Spannungen o„ und o; nach dem Hookeschen Gesetz | N 
>. 


fi leendermaßen zusammen: 























5) m (| all 
m’ E | | \ m EI, 1u FIR. > | ; l wy 
Oma Em 7 € - u py -y+2z|ly — — 
het ui w—l| mat? 2° 1’ u” 2 
| (3). 
m’ E | 2 m’ E [ Lf:, FR. 2) we. 4 
0= 4 7 € 3 e E TpYy yr) z| y 
Te — il” m m’—1l|x m di 5° x m’ 
In diesen Spannungen drücken sich die Kräfte und Momente, welche an einem Plattenelement 
wirken, das von zwei benachbarten Meridianschnitten und von zwei benachbarten, die Platte Sc 
senkrecht durchsetzenden Kegelflächen begrenzt (st 
wird (siehe Abb. 3), in einfacher Weise aus. se 
- | 1 
Te u . 
ee ' Setzt man zur Abkürzung: 
er | Il u | 
N u u’ — nf u) 1? aM 
TS TWIIT 
R l w 
/ 
# v’+ < 
f m x 
— ee 
u ge a 
X, | U —+ oYy—75 v*) re 
; Av nm \ a 
m 
. VD 5 | ‚ d 
A,=- & 2 y 
Abb. 3. ze m 
* ” * * * * * h 
so erhält man für die Größen R, T, M; und M,, welche je auf die Einheitsbreite der ihnen 
zugeordneten Seitenfllächen des deformierten Elementes bezogen sind: u 
+—h +— Rh h 
mat) +zp+y)dydz m? E ER i 
pm! ver Sn \ Utz) twW)+z(p+ y)ldz 
h (e-+-u)dy (m )\e ru). ' 
- h - h 
m’E |_ „gp-+y h’ 
. za: X = 
m’ | "zc+u 12) 
| 
+ = 7 + a h 
.  (ofdatdu+z(dg+dy)|dz m” E i 
T=\ = 2.4 2X ) dx - du+zide +dıj) dz 
dxe+ du (m’—I\(de+du)) ° | / PN 
- h Ri hı 
- 0) Y e I»), 
n®E | VhtX dp+dy h? 
2 X,h+: 
m’ 1 | ’ "de+du12 
+ . h 
ol tW)+zig+y)zdydz m’ Eh" | y 7 7 y 
M=\ . ö 12 2 l A,4+= I 
(e+u)dy 2(m | et 
_ 2 h 
I 
+. h 
older du Hz(dg +dy)|z dz m” Eh" | . ‚.„do—+dy 
M,=\ - X, +X,3—— 
de+du 12(m? —1)| sdec+ du! 
h 





Nachträglich sieht man leicht ein, daß die zweiten Glieder der oben erhaltenen Klammer- 
ausdrücke in bezug auf die ersten vernachlässigt werden können. Denn es gilt z. B. (wenn 
mit » die Normale der deformierten Mittelflläche bezeichnet wird): 


zu PrY | 


p-+y oder 


n ct u N. 
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Weil » sehr groß ist und weil X, und 


q ._ j) 


N = u u 


auf die mit 


dag +d y 


dx E= du 
R— w Eh X 
m’—] 
7 uni Eh 


nu“ 


ji 


X, 


von 


M,; 


M, 


derselben Größenordnung sind, ist also 


m? Eh? 


12 (m? — 


m? Eh’ 
12 (m? 


|) 2: 


1) 2 





behafteten Glieder, so daß gesetzt werden kann: 


vernachlässigbar klein im Vergleich mit X,. Ähnliche Überlegungen gelten in bezug 


(6). 


Schließlich soll noch die auf die Breiteneinheit bezogene Kraft D bestimmt werden 


(siehe Abb. 3). 


Dazu betrachtet man denjenigen Plattenteil, welcher im Abstand = von der 
senkrecht zur Mittelfläche stehenden Kegellläche aus der Platte ausgeschnitten wird. 


Setzt 


man die Summe aller senkrecht wirkenden Kräfte gleich Null, so erhält man: 


2a(e+u) Rsin(p+y)—2r(r+ u) Deos(p-+y) = 


oder wegen sin (g+y) x (g + y),cos(p+y)» I 


D 


y+ty)R+ 


2a(2-+ u) 


> 


| dl 
x (py+Y) Wr, 


Ti: 


P 


' 


(7). 


4. Die Gleichgewichtsbedingungen des Körperelementes. Wir sind nunmehr imstande, die 


noch zu erfüllenden Gleichgewichtsbedingungen des Körperelementes anzuschreiben. 


Setzt 


man die Summe aller horizontalen Kräfte und die Summe aller Momente, deren ‘Achsen mit 
der Riehtung von T zusammenfallen, gleich Null, so erhält man: 


[R(a-+u)dy-cos(py+ty)/ dx 


bzw. 


IR (e+ u) cos (y + y)] 


und 


bzw. 


IKdz+du)dy+|Dsin(p+y)-(e+u)dy de =V 


TI1+W)+[Dig-+wy): (x 


IM, (ce +-u)'/+M, A+u)+D(a+ u) A+W)=0 


+«)] 


IM, (e+u)dy dr + M, (de + du)dy+ D(x+u)dy(de+du)=V 


(l) 


(Il). 


Führt man den in (7) gewonnenen Ausdruck für D in die Gl. (I) und (II) ein, so erhält man: 


[Ra +u) cos(y +y)/ — TA-+ MERLIT +y)(e+u)+ 


l 
IM, (e+w)’ + M,(l +u)+R(g + y) (“+u)(Ii+uw)+, „(Ad Hu’): 


> 


oder nach Unterdrückung der zu vernachlässigenden Glieder: 


I 
B+:R —-T+; 


‚ I 
— (M,&) + M,.+ RR(q +y)c+5 z 


> 


JT 


> 


| \ 
| + v") 0 
0 


0 


.) 


P 
„4 Try) 


0 


’ 


0 


(1), 


(11). 


Setzt man schließlich in diese Gleichungen die Ausdrücke (6) bzw. (4) ein, so erhält man 
die beiden, das Problem beherrschenden Differentialgleichungen in u und y. 


5. Näherungsweise Lösung der Differentialgleichungen (1’’) und (11). Zur näherungsweisen 
Lösung der Gl. (1”) und (11’’) machen wir den Ansatz 


RE Y 
vy=G, 


[#) 


- 


X 


1 


[#] 


- 


y 


Y 


J 


in welchem €, und €, noch näher zu bestimmende Konstanten bedeuten. 
dieses Ansatzes liegt in der Tatsache, daß y in dieser Weise als eine Summe dargestellt 
wird von einem unbekannten Vielfachen derjenigen y-Funktion, welche bei einer ebenen 
Platte unter der vorgeschriebenen Belastung auftreten würde, und einem, ebenfalls mit un- 
bekanntem Faktor versehenen linearen Zusatzglied. Führt man (8) in (1”) ein, so erhält man 


als Differentialgleichung für «: 


(I), 


Die Begründung 




















Ztschr. f.angew. 





14 Biezeno. .Durehschlarkraft“ einer schwachzekrümmten, kreisf. Platte Math. und Mech. 

.) 2) 
+.) ii | | 30" 
eu’ + wW— u C,(1+C,) Ci1l+ GN 
( az | 2 ) 0° 

3m—1l_ ER r Sm—-l1_..”,.r 

( ( (1 ( ‚) = le ) u - le’ 
Im 2 | 0” er z m a 2 


deren Lösung ıst: 


A. Bm —s_ 3m | | \ 9m —ı w; 
Act] art te te 
I km - m Ö . I6 m P | S 0" 

y 
r 5) .) j A lg 5 n' 
Jı .) an | | X Hal | Kr r 
0, C,(1+C,)| —— Ad 

kam m ’ | 80° Im ‚0 x 


Weil für 0 auch «0 sein muß, kann das zweite Glied der rechten Seite gleich 
eestriehen werden, so daß für AR wegen (6) und (4) gesetzt werden kann: 


I m | 3 Ä | ‘ ‚Im’—1xe° 
a c,d+60)—- cl1+> 0) 02 
A m | E yo 16 ° Sm“ 0 
3 \ Im?’—1 .° r w—iı x? r 
Er Er (1 + C,) ) > 2) le . 5) ER > le” 
| . | Sm’ 0" % 16 m? oz ey 


Setzt man nun noch zur Bestimmung von A, für #—r die Normalkraft 7 gleich Null, so 
erhält man schließlich für AR: 


(m° )a 3 | 7 | 
I? E43 I. [.f! | l (' Ju 2|ı R 
Sm“ 0° \ | ‘ ’ ı) A ) | 16 | l r) 
(9). 
> Y 2? r\ 
OL FEN lo (0.2 lo? 
| 2 LE 2 er | 





Nunmehr gehen wir zur Gl. (11”) über, führen darin zunächst die aus (6) und (4) folgenden 
Ausdrücke für M; und M, ein (wodurch sie ın 


Px f R(g FH yr) ae” 


Bun P 


übergeht) und ersetzen hierin R und (g+y) durch die aus (8) und (9) folgenden Beträge. 


Hiermit erhält man die folgende Differentialgleichung für y: 





= I? c,a+c,) cl o,)a ( “are)e. 
! ) f ( u be ( L od En ve ji. 2) 2 2 

4 | np ı l ee nn ı) I6' Pu e” 
3 Aue Be D ER | 
Ci +C)+C, 1+>0,)+36 rg 
») N en . (10). 
“ ' 2 1 ‘ p) | 4 ) 
—- Ci H+HO)+OzUH+OP+C,eH H>-6,] ER. |a’1g2 
> B) ER. | „r\ 
5 \ (l u.)7 | [eg „0 @* le‘ ; 


Wird zur Abkürzung 








un 


gt 
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und 

y 23 2 | 2 y | 4 39 
”,>= S sr 4° 1 (sr tr €, u Ye 24 , r&8T | & 754 € 

y 5 n 39 Al | v|3 ' 11 
gerettet] SC Ania Ka, 

(13) 

> nr 
X. w.: > 
= ge 
>) r- 
Y .«) ‘ k 











vesetzt, so kann die Lösung der vereinfachten Gl. (10) 


Ps 





‚ « / 6) 5) 5) r 0) r j Y 5) r 1) ‘ r 
ey" tey - ya. Yy%x°\ö, (ea —r?)+ö,r ge —+0,x°”1g +0,2°’ lg’ — +0, x” 1g’ (10) 
end k ® X d KL N 
in die Form 
B, u. k r MER... EL; ne BEUMeL , 
v=B,c+ = +, rc +2,20°+x,r1g +2,20” r’lg : +x,.’1lg = +x,x°’1g? „tr. le‘ r (14) 


oeschrieben werden. Auch hier muß, weil für 2=0, y==0 ıst, das zweite Glied der rechten 
Seite unterdrückt werden. Die Konstante B, bestimmt sich aus der Bedingung, daß für # = r 
Il y 

/ 


das Moment M;, d.h. also "+ - (vgl. (6) und (4)), gleich Null ist, zu 
- | | 


m 


’ m m 3m-t| 

2 m 1 tr 
Es handelt sich jetzt noch darum, die beiden im Ansatz (S) eingeführten Konstanten €, und 
(, näher zu bestimmen. Dazu fordern wir, daß die aus der angenommenen y-Funktion (8) 
und die aus dieser Funktion hergeleitete y-Funktion (14) zu derselben Plattendurehbiegung 
in der Plattenmitte und zur selben Neigung am Plattenrande führen. 


m-—| | 
”,+ .+%, —%|r 


h (19). 
m] m m . ' 


Weil zwischen der Ordinate y der undeformierten Platte und dem Winkel 9 bzw. zwischen 
der Ordinate y der deformierten Platte und dem Winkel 9-+y die Beziehung 
dy dy 
-=o bw. ==: 1 
dx ! dx ! r 


besteht, so daß (wegen der Bedingung 2 = r, y=0, bzw. z=r, y- 0) 


r r r 7 
y=-Ipdae, y= KU + y) di: \@ +y) I+wW)de» pr y)da 


gesetzt werden kann, so findet man für die Plattendurchbiegung ®, in der Mitte: 
r 


Ö, | y dx . 
0 


Gleichsetzung der aus (5) und (14) gewonnenen Integrale liefert zunächst: 


B, M) u ER " * " X- 41 | r? | 
nn 3 ‚2 1 m 2 Bi 5 4 6 7 6 | (' - (' B En (' . 6; 
= tigt rise rt jo are)" 3 r7 9) al 5 LEE 


oder wegen (15): 


sm-| u Dm—| im-+| Im-+| 19m-+]l | | 
+ 


(m +1)”: 4m +1) 3m +1) T 16m +1) T 36m +1) 5 F 108% T 316 


rn 
[e, N = cf. 


(Geht man hierin mit den Ausdrücken (13) ein, so erhält man: 


6 


r 





(Sm+V)rP. I VYm+5 | 9 m+ 19 Syn +29 1095 m + 41 | 137 m—+ 191 | E 
Iapßy 36 9 216 TO © De 10368 es? 
S(m-+]1) | 


Y | 1 > 
0,75 Gr, 
/ \ - 
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oder unter Einführung des Zahlenwertes m =35: 


Po 


| 
Sr : 0 ug . 
ne +6; 


N (17) 
— 0,068295 [1,7917 &, + 0,5519 &, + 0,7882 &, + 0,7092 e, + 0,1659 e, | 
- . ’ J oO” ur 


Gleichsetzung der aus (8) und (14) zu entnehmenden y-Werte für # = r liefert: 


. r 
Br+(x,+%)r’=—(,, 


‘) 
oder wegen (15): 


sr +[-2%, —4%,+%,+%]|r°: | ( 
n m VO 


Führt man auch hierin wiederum die Ausdrücke (13) ein, so erscheint: 


pP yr' 2 ) > > 1 m+1c( 
Fr ) . To €a €, € )g Er] 
Ip Ss 5 18 IS ° 19a 864° m 0 


oder schließheh mit m =35: 


Po y' 


—_ 1,4661. 0, [0,13090 &, + 0,05454 &,-+0,05454 #,+0.04363 &, + 0,00932 &,] . ,. (18). 
Eh | 5 92: 


6. Die Gl. (17) und (18). Es kommt jetzt nur noch auf die Weiterbehandlung der 
Gl. (17) und (15) an. Wäre eine explizite Lösung nach €, und €, möglich, so erhielte man 
in dem Ansatz (8) eine Gleichung, welche die zu jedem P-Werte gehörige y-Funktion liefern 
würde. Weil aber beide Gleichungen in €, und C, vom dritten Grade sind, ist man genötigt, 
die Aufgabe umzukehren und zu jedem Wertepaar €, und €, die beiden Größen 


) 
A: I und u = (19) 
zu berechnen. Wir schreiben also mit 
| 
a, 0,8024 (+ = C,): 
u: |0,12237 &, + 0,06023 &, + 0,05383 &, + 0,04S44 &, + 0,01133 e, | 
e,= 1,4661 €, ; b,= - [0,1309 e, + 0,05454 &, + 0,05454 2, + 0,04363 &, + 0,0032 e,| 


1,037 GC, — 0,4462 C,; 


b.—b 


2 B 


[0,00853 &, — 0,00569 &, + 0,00071 &, — 0,00481 &, — 0,00201 re, 


(17) und (18) in die folgende Form 


u=a, +b,%, [3 2 9 > 70 Et © 


und lösen diese Gleichungen nach 4 und u: 


a, —d, 
=. um Er 22) 
 —J Ä md, 


2 l 
Weil 4 eine wesentlich positive Größe ist, ist das Gebiet der C,, C,-Werte ein beschränktes, 
dessen Ausbreitung man am einfachsten versuchsweise feststellt. Wir beschränken uns bei 
der folgenden kurzen Wiedergabe der ausgeführten Rechnungen gleieh auf dieses Gebiet, 
welches für ©, zwischen — 2,4 und +0,4 und für €, zwischen — 2,4 und + 2,4 liegt. 
Die Tabellen I bis V enthalten die Werte der Funktionen &,, &,..... e, (vgl. Gl. (11)), 


die Tabellen VI und VII diejenigen der Größen (a,  a,) und (b, — b,), welche zur Berechnung 
von 4 benötigt sind. In der Tabelle VIII sind schließlich diese 4-Werte, sowie die b,-Werte 


| 
und die zu », proportionalen Werte v= (0, +, c.) (siehe das rechte Glied der Gl. (16)) zu- 


sammen eingetragen. 





‚an 








sand 15, Heft 1/2 












































Februar 1935 Biezeno, .Durchschlaerkraft“ einer schwachgekrümmten, kreisf. Platt» 17 
Tabelle I &a,=t,(l 1/,C,)( 1-+C,). 
4 22 3,0 u 1,6 1,4 1,” 1,0 US 0,6 0,4 0,» 0,0 1, 0.4 
0,672 1,264 0,0 0,144 0,192 0,168 0,096 0,0 0,096 0,168 0,192 0,144 0,0 1,264 0.672 
Tabelle IL „.=C,(l 1.0 )C. 

q 2,4 = 2,0 1,8 1,6 1,4 1.2 1,0 (I, 0,6 0,4 0,2 "1,0 0,» 0,4 
4 1,152 1,108 N,T6S 0.432 0,0 1528 1,152 
>) 1,0 0,060 0,840 0,640 0,360 0,0 0,440 0,060 
1,6 0,768 0, 1,768 1,672 0,»12 N,YSS 0,0 0,352 1,768 
1.» 0.504 0,976 0,6 0,976 0,504 0,384 0,216 0,0 1,264 1,976 
ILS 0,256 0,336 0,384 0,4 0,384 0,336 0,256 0,144 0,0 0,176 NE 
0.4 0,072 0,128 0,168 0,192 0, 0,102 0,168 0,198 0,072 0,0 ULUSN 
0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 
0.4 V,OSS 0,0 0,072 0,128 0,168 0,102 (0, 0,102 1,168 0,128 0,072 
UN 0,384 0,176 0,0 0,144 0,256 0,596 1384 0,4 D5N4 0.336 0.256 
1.2 1,576 0,264 0,0 0,216 0,384 0,504 1,976 0,6 0,576 0,504 
1,6 1,768 0,392 0,0 N,DSS 0,»12 1,672 N,T68 (N, 1,768 
> 0,960 0,440 0,0 0.360 0,640 0,840 0,060 1,0 
2.4 1.159 V,H28 0,0 0,432 0,768 | — 1,108 1.152 

Tabelle II. s=(,(1+C,). 

C - 2,4 2,0 2,0 1,5 1,6 1,4 1,2 1,0 ",S 0,6 0,4 0,2 0,0 0,» 0.4 
2,4 0,096 0,384 0,864 1,536 2.4 1,456 1.704 
A 0,0 0,080 1,320 0,720 | — 1,280 0 IS 3,920 
1,6 0,064 0,0 0,064 1,256 0,976 1,024 1,6 > 304 3,1536 

) 0,192 0,048 0,0 0,048 0,192 0,432 N,T6S 1.2 1,728 2.392 
N,S NSS 0,128 0,052 0,0 0,032 0,128 NSS 0,512 0,8 ı 152 1,68 
0.4 0,256 0,144 0,064 0,016 0,0 0,016 0,064 0,144 0.256 (0,4 0,576 
0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 
0.4 0,576 0,4 0,256 0,144 0,064 0,016 0,0 0,016 0,064 0,144 1256 
),S 1,568 1,152 0,8 0,»12 V,2SS 0,128 0,032 0,0 0,032 0,128 NDS 
1,2 2,352 1,728 ) 0,768 0,432 0,102 1,048 0,0 048 0,102 
1,6 3,163 304 1.6 1.024 0,976 1,256 0,064 0,0 0,064 
0 3,920 >,S80 >30 1,280 1,720 01,520 1,080 0,0 
2,4 4,704 3,456 2.4 1.536 0,864 0,384 0.096 

Tabelle IV. ,=02(1-+6C,) 

( 1 2.4 23 0 — 1,8 1,6 1.4 = 1,0 — 0,8 0,6 - 0,4 0,» 0,0 0, 0,4 
2,4 1,152 2.304 3,456 I, 608 5,76 6,912 S.004 
2.0 0,0 0,800 1,600 > 400 3,200 4,00 t,s00 2,600 
1,6 0,»12 0,0 (1,512 1,024 1.236 > 048 >56 3.072 3.382 
1,2 0,576 NIS 0,0 V,288 0,576 0,864 1,152 1,44 1,728 2,016 
0,8 0,384 0,296 0,128 0,0 V,128 0,256 0,384 0,»12 0,64 0,768 0,806 
0,4 — (0,128 0,096 0,064 0,032 0,0 0,0832 0,064 0,096 0,128 0,16 1,102 
0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 00 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 
0,4 0,192 0,16 0,128 0,096 0,064 0,052 0,0 0,092 0,064 0,096 u,128 
0,8 — (1,8096 0,768 | — 1,64 0,512 01,384 — (256 0,128 0,0 0,128 01,256 1,384 
1:2 2,016 | — 1,728 1,44 1.102 0,864 0,576 NSS 0,0 V,I88 1,976 
1,6 3,982 3,072 2,96 2048 - 1,536 1.094 0,512 0,0 0,512 
Ai) 3,600 4,800 5 — 4,00 3,200 2,400 1,6500 7 — 0,800 0,0 
2,4 S.064 6,912 3,76 4,608 3,496 2.304 1,152 

Tabelle V. 5,=C,. 
. 24 3.0 1,6 12 0,8 0,4 0,0 0,4 0,8 1:2 1,6 I0 2,4 
13,824 S.00 4,096 1,728 0,>12 0,064 0,0 0,064 0,212 1,728 4,096 Ss, 13,824 
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Tabelle VI. (a, (ds), 
( Du .) 
( 4 22 0) 1,8 1,6 1,4 Pr 1,0 0,8 0,6 1,4 0,2 0,0 0,2 -; 
r u ur 
4 1,0708 1,1856 on 
u 0,6629 0,7776. 0,8924 1,0073 
6 0,3697 0,4844 0,5991. 0,7141 0,8287 
1.2 0,2677 0,1930 0,0383 0,076» 0,1912 0,3059 0,4209 0,5354 0,6502 
Ms 0,5610 0,4462 0,3315 0,2167 0,1020 0,0127 0,1276 0,2422, 0,3570 0,4717 
1.4 0,8542 0,7394 | — 0,6247 0,5100 0,3952 0,2805 0,1697 0,0510 0,0637 0,1785 , 
0,0 1,1474 1,0327 (1,9179 0,8032 N,6S84 0.5737 1,4590 0,3442 0,2295 0,1147 0,0 . 
0,4 1,3259 1,2111 1,0964 0,9817 0,8669 1.7 olg 
1.8 1,6191 1,5044 1,3806 1,2749 1,1601 1,0454 0,0307 Ss 
1.2 1,7976 1,6828 1,5681 1,4594 1,3386 1,2239 ir 
1,6 > AUS 1,976] 1,8613 1,7466 1,6318 1,5171 | 
EN 
0 > 2693 2.1945 I 0308 1,9251 1,8105 “ 
4 9 4478 RARHRIT > 9183 (lei 
Tabelle VI. (db, — b,) + 10%, sch 
rz zn erg 
on 4 2,2 2,0 1,8 6 — 1,4 1,2 1,0 0,8 0,6 04 | — 02 0,0 0,2 A | 
2,4 16 BIN 
() 19 4 15 12 
1,6 21 41 2 52 — 39 
1,2 47 24 1 20 1 +5 1) 43 22 
ILS 27 16 2 19 - 26 36 tl 39 27 2 
0,4 11 14 5 u 10 wii) IH 8 33 10 
0,0 0,0 12 16 14 he) 0,0 S 14 16 12 0,0 — 
0,4 10 23 28 26 0 10 i 
0,5 2 | 3) Hl 36 Rn 13 — 
1,2 22 ; 40 48 37 U) () 
1,6 11 AN) 32 32 tl 2] 0 
2,0 24 r? t> 34 1 () 
24 wi 26 16 
0 
Tabelle VII 4,5, und ®. 
(Die Tabelle bezieht sich nur auf das Gebiet, wo 4 positiv ist.) 
r Ci 4 3.2 0) 1,8 1,6 1,4 1,2 1,0 0,8 0,6 0,4 0,2 0,0 0,2 0,4 Ä 
669 456 650 
7 0,0068 — 0,0073 — 0,0064 bi 
1.3 1,0 ",S 
10 229 198 >40 467 
I 0,0019 0,0003 | — 0,0045 0,0073 — 0,0059 h; 
1,4 1,2 1,0 0,8 0,6 
176 118 11» 137 213 SH8 
1.6 0,0093 0,0043 0,0026 | — 0,0085. — 0,0105 0,0058 bi 
1,4 1,2 1,0 0,8 0,6 0,4 
57 64 38) 38 > 64 sb 124 296 
1.2 0,0068 0,0109 0,016» V,O148 0,0078 — 0,0014 — 0,0097 | — 0,0144 0,0125 bi 
0 1,S 1,6 1.4 1:2 1,0 0,8 0,6 0,4 
>08 279 1658 4 31 62 136 2356 
0.8 0,0010. 0,0157 0,0211 0,0007 0,0108 0,0175 | — 0,0179 0,0089 
0 1,8 1,6 1,0 1,8 (1,6 0,4 0,2 
116 DIS 18» % 28 178 
04 0,0012 0,0180 0,0235 0,0201 0,0216 0,0144 l) 
2.0 1,8 1,6 1,4 (1,4 02 
% 61 AYE | 274 Ss61 % 0:0 
0,0 0,0000 0,0176 1,0235 0,0206 | 0,0117 0,0000 0,0000 
2.0 1,8 1,6 1,4 1:2 1,0 0,0 
1326 226 391 BIN 434 192 
0.4 0144 0,0216 0,0196 0,0115 0,0001 0,0113 
1,8 1,6 1,4 1,2 1,0 UN 
So >56 356 311 22 4 116 
UNS 0,0080 0,0179 0,017» N,U108 0,0007 010] IRRE 
1,8 1,6 1,4 1.3 1,0 N, S 0,6 
S1i 301 320 303 361 612 
1,2 1,0125 0,0144 0,0097 0,0014 NLONTS "O14S 
1,6 1,4 1, 1,0 (1,8 1,6 
190» 207 HIN 336 100 122 
1.6 NLOOBS 4,0109 (LOUSD 0,0026 0,0043 1,0003 
1.6 1,4 Pr 1,0 I,N 0,6 
346 319 132 366 1399 
> 0 0,0050 0,0073 10045 1,0003 0,0019 
1,4 1,2 1,0 U,S 0,6 
1224 Su 1385 
4 0,0004 0,0078 NUUGS 
1,2 1,0 US 
Fy 
* G 
Pu 
2 j 
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Mit Hilfe dieser letzten Tabelle sind für konstante v-Werte (v =0,2; 0,4; 0,6; 0,8; 1; 
>: 1,4; 1,6; 1,5: 2), d. h. also für konstante Werte der in der Plattenmitte auftretenden 
——_ HK urchbiegung, die in den Abb. 4 bis 13 dargestellten Diagramme für b, und 4 als Funktionen 

on C, konstruiert worden. Hiernach sind bei jedem der nachfolgenden 4-Werte 


,—0, 10, 20, 30, 40, 50, 100, 150, 200, 300 und 500 


ie aus diesen Diagrammen folgenden zugehörigen b,-Werte abgelesen und die aus (21) 
olgenden u-Werte berechnet. Diese letzten Werte sind in der Tabelle IX vereinigt, welche 
's schließlich ermöglicht, die in der Abb. 14 dargestellten Kurven (€) zu zeichnen, welche 
ür verschiedene Werte von / den Verlauf des zur Druckkraft P proportionalen Parameters u 
ıls Funktion der Größe » angeben. Wie schon erwähnt wurde, stellt diese Zahl das Verhältnis 
ler in der Plattenmitte auftretenden Durchbiegung zur ursprünglichen Pfeilhöhe f dar. 


Die in der Abbildung links auftretenden Maxima dieser Kurven stellen die zur Durch- 
schlagkraft proportionalen u-Werte dar. Sie sind noch einmal in Abb. 15, welche das 
mn eigentliche Ziel der hier durchgeführten Untersuchung darstellt, vereinigt. Es zeigt sich, daß 


Tabelle IX. u. 
































































































































































































































> 
wo | 
€ 





u v 10 u 30 40 Bl) 100 150 200 300 300 
1, 0,178 0,338 0,923 0,669 0,837 ITS 1,708 2,368 2,978 3,088 2,378 
0,4 0,397 0,568 0,784 1,006 1,234 1,397 2,257 2.937 3,437 4,137 4,657 
0,6 (1,939 0,718 0,905 1,098 1,297 1,495 2.115 2,515 2,139 3,085 3,439 
4,014 
0,8 0,714 0,82] 0,931 1,043 5.157 1,244 1,659 1,929 2,214 2,814 6,114 
1,114 
2,692 4,642 
) 0,892 0,900 0,908 0,914 0,018 0,037 1,112 1,417 1,832 0,412 0,842 
nn 0,412 1,202 
3,921 
1.» 1,071 0,091 0,002 0,808 0,708 0,681 0,471 0,636 0,991 1,751 — 4,119 
2,629 
f n 0,299 
1.4 1,249 1,102 0,950 0,792 0,628 0,529 0,069 — (1,311 0,391 0,251 — 8,051 
— 4,01 
f f 1,6 1,428 1,975 1,135 0,089 0,843 0,693 — 0,082 — (1,882 — 1,732 — 3,432 — 7,122 
1,8 1,606 1,518 1,439 1,371 1,313 1,136 0,426 — 0,274 1,294 3,254 7,344 
2 1,785 1,705 1,599 1,469 1,315 2,125 2,205 2,085 1,985 1,605 1,285 
b; 
IR 
ut zu u: ! Ar; aa ie ; y u 2 or aan 
b|A I | | | 214 u A | | | 
} + gen - . — + 5 .. . - 
| | | | | 
— —1——t | Kan H un e N n. R— 
2 imelan|| | | | | Non) | || oo ||| 
I 4 nm 
4+— —_— +04 + - — hi 
| | Pi I | | | | y 
L de h N u Kan j + “ 44 + + 
I | | I | % | If 
Inst N BR DE u ER | 1 N = HU 
| | | | | 1 - 
cha | I/II ku AIR 
| | | | Rn I8 
he | dor \3 ER Ne | | __ 1er | Bun u 300 
I | ——e 4 — EREEER "5 _ 4 — 1 RT: 
| | | | | 
4 | REM | + cd - 1 4 
un I | Bi 
rm—- 4 mt —4+- _— 
| | | 4 | 
TR ra 
u T + ZZ — +--— H- L 
B Eu \ 
7 -N N u“ |\G 2 I -@ I -% d u“\G 0 
N “ 1 Pa IR en BEN, VENDER nn 
| | I 
L Bun | [ Fi \ 
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‘e Kurven der Abb. 14 für 0<A<20 monoton steigend sind. Bei solchen /-Werten befindet 
:ch also eine zentrisch belastete, flachgebogene Platte stets in stabilem Gleichgewicht. Ein 
‚urchschlagen der Platte findet erst statt, wenn 4 >20 ist. Die in Abb. 15 dargestellte Kurve 
‚at also erst von A=20 an eine mechanische Bedeutung. Sie wird sehr genau durch die 
‚eiden folgenden Formeln approximiert, welche explizite die Durchschlagkraft als Funktion 
ler Plattenabmessungen darstellen: 


(= YV0,152 (A + 74,9) — 2,88 für 0<A<10, u=yV09B (+ 115) — 0, für 100<A< 500. 
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Übrigens sind bei 4>20 noch verschiedene Fälle zu unterscheiden, je nachdem man die 
Belastung oder die Senkung der Plattenmitte in vorschriftsmäßiger Weise steigert. Betrachtet 
man den Fall A=50, so zeigt die Kurve C,,, daß eine konstante Belastung, welche etwas 
srößer ist als mit «=1,5, übereinstimmt, die Platte durchschlägt, und zwar so, daß die 
Plattendurchbiegung in der Mitte sich etwas von 2,—=0,52f auf »,—= 1,9 f steigert. Beim Ab- 
heben der Last würde die Platte in ihre ursprüngliche Gleichgewichtslage wieder zurück- 
springen. Würde man dagegen die Platte mittels einer Schraubenspindel in ihrer Mitte 
hinuntersehrauben, so würde von einem „Durchschlagen* nicht die Rede sein; wohl würde 
sich von v,=0,52f an der Pressedruck zwischen Platte und Spindel zeitweise verringern. 
Anders liegt der Fall für 4> 100, wobei die C-Kurve die v-Achse schneidet. Wird eine 
solche Platte mit einer Kraft belastet, welche mit dem aus der zugehörigen Ü-Kurve folgenden 
maximalen 4-Wert übereinstimmt, so schlägt die Platte ebenfalls durch, kehrt aber bei Auf- 
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heben der Kraft nieht mehr selbständig zur ursprünglichen Gleichgewichtslage zurück, weil 
sie dabei Zwischenzustände passieren müßte, zu deren Aufrechterhaltung eine Zugkraft er- 
forderlich wäre. Die Platte kehrt zu einer Gleichgewichtslage zurück, welche mit dem zweiten 
Schnittpunkt der C-Kurve mit der »-Achse übereinstimmt. Würde man die Platte mit Hilfe 
einer Schraube hinunterdrücken, so würde sie von der Gleichgewichtslage, welche mit dem 
ersten Schnittpunkt der C-Kurve und der v-Achse übereinstimmt, überschlagen in die mit dem 
zweiten Sehnittpunkt übereinstimmende Gleichgewichtslage. 


Schließlich tritt von 4 ungefähr 300 an noch ein neues Phänomen ein. Zugleich damit, 
daß die C-Kurve ein zweites relatives Maximum aufweist (welches bei 4300 sich durch das 
Auftreten eines Wendepunktes mit horizontaler Tangente ankündigt), tritt eine extra Schleife S 
auf (welehe für 4300 sich als ein isolierter Punkt S,,, ankündigt). 


Ks deutet dies auf eine Reihe möglicher Gleichgewichtszustände hin in welche sehr 


dünne Platten überzuführen sind —, auf deren Studium in dieser Abhandlung aber nicht 
weiter eingegangen wird. PY 
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Gasströmung mit laminarer Grenzschicht entlang einer Platte. 
Von A. Busemann in Dresden. 


ewegt man eine ebene Platte in ihrer Ebene durch atmosphärische Luft mit Gesehwindig- 

keiten, bei denen die Zasammendrückbarkeit der Luft merklich wird, so erstreckt sich 
der laminare Teil der Grenzschieht an der Platte nur über wenige Millimeter von der Vorder- 
kante. In größeren Höhen bedingt der geringere Luftdruck eine größere kinematische Zähigkeit. 
Hierdurch verlängert sich der laminare Teil der Grenzschicht, so daß er einen bedeutenden 
Anteil am gesamten Reibungswiderstand bekommen kann. Genaue Angaben über die Länge 
der laminaren Grenzschicht kann man erst machen, wenn man die kritischen Revnolds- 
schen Zahlen der Gasströmung kennt. Bevor man aber an die hierzu nötigen Stabilitäts- 
uıntersuchungen der Grenzschicht gehen kann, muß man erst die Gestalt der laminaren Grenz- 
schicht ermitteln. 

Die stationäre Flüssigkeitsströmung weist nur ortsveränderliche Drücke und Geschwindig- 
keiten auf. Bei der Gasströmung kommen als neue Veränderliche die Diehte und die Zähig- 
keit hinzu. Beide Größen sind als Zustandsgrößen des strömenden Gases durch den Druck 
und die Temperatur festgelegt. An der ebenen Platte steht die Grenzschicht unter konstantem 
Druck, so daß hier schon die Temperatur allein die verschiedenen Zustände kennzeichnet. 
legt man in die ebene Strömung entlang der Platte die #-Achse tangential an die Platte und 
die y-Achse senkrecht zu ihr, so gelten für die Strömung in der Grenzschicht folgende 
Differentialgleichungen, welche die Geschwindigkeitskomponenten « und » in Richtung der 
Achsen sowie die Dichte o und die Zähigkeit « enthalten: 


OU ET; O u 
lust) | AS 


(A Ö ge [2 2 y h y [Ei h y, 
(‘ u | O v\ 00 Hr) 0 
a = a - _— (s 
es. r3 yyr* I. r? u 3 


Die Verteilung der absoluten Temperatur T ergibt sich aus der Differentialgleichung der 
Wärmeleitung mit e, als spezifischer Wärme bei konstantem Druck und der Wärmeleitzahl 4: 


07 08 ) Ö [7 0 + u & - j er 


c„olu rev / 
PS | dx 07, 0 Yy A) Y, N) Y 


Das letzte Glied der rechten Seite gibt die durch Reibung in Wärme verwandelte Arbeit an. 
Im allgemeinen wird aus diesen Differentialgleichungen sowohl das Teemperaturfeld als auch 
das Geschwindigkeitsfeld zu berechnen sein. Im Jahre 1910 hat L. Prandtl') jedoch gezeigt, 
daß man bei gewissen Gasen und bei gewissen Randbedingungen als Isothermen die Linien 
konstanter Geschwindigkeitskomponente « erhält. Das heißt, in der ganzen Strömung ist T 
eine Funktion von «, also T=t(w). Bezeichnet man die Differentiation von f nach w mit f', 
so eilt nach Gl. (3): 
ou, 0 “ Ö ( ‚oO ') m. er 


„ol [a he ” a z Fr y 


Ersetzt man hierin die Klammer auf der linken Seite nach Gl]. (1), so ergibt sich 


‚2 [/[ dw ‚0 (.du 
Ct | | 


ara) 
an oyloy N y) 


Diese Gleichung läßt sich bei konstantem ce, für ein beliebiges Geschwindigkeitsfeld nur 
erfüllen unter den Bedingungen: 

Ga=i und 59 =—l. 
Die konstante Geschwindigkeit u 0 an der Platte und «= Uin sehr großer Entfernung von 
der Platte verlangen eine ebenfalls konstante Temperatur T, an der Platte und T= in großer 
Entfernung von der Platte. Diese Bedingungen bestimmen die Funktion f eindeutig: 





Ti u U’ /u\? 
T=tw)=T—|T Te|--- IH) 22.2. @. 
( ) 0 0 26, 2. Ü ) £n l ( ) 
Für die Zustandsgrößen o und « gilt nach der kinetischen Gastheorie bei konstantem Druck: 
5 ryv 1 f pr 
0=0,' T O0, T', ! —=o0 (w) Ei: a EEE TE EN (»), 
T 4 
aM ar = Pe | =) : .» 2» 2 =» 2.2.0.0. KO) 
=» I, A 


1) [,. Prandtl: Phys. Ztsehr. 11, 1072, 1910. Vgl. auch E. Pohlhausen: ZAMM, Bad. 1 (1921), S. 115, 
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Unter diesen Bedinzungen für T ergeben sich aus Gl. (1) und (2) Parabeln als die Linien 
konstanter Geschwindiekeit «. Man kann nämlich « in der Form einführen: 
EEOR 08 1) n 
" sUf(i&) mit => ’| a U FESTER BBRLE N EI DIR En (4), 
. 2 V K 
worin » die kinematische Zähigkeit, das heißt der Quotient u/o, ist. Auf den Parabeln 
< konst sind zugleich T, o und « konstant. Man kann daher schreiben: 


T=tw)=T,(1-2mf )- FAN =-T AM) . . . (da), 


1 Oo 


, 0 ı—2mf— nf?‘ (5a), 


u=u,' Di to} | 2m f n ü u A Et Fe (6a). 


löst man die Differentialeleiehunge (1) nach ” auf, so erhält man: 





| E fr 1 ' 
" = U rer PELM Plmtnff Bar ne > 0 
> Url / 
Benutzt man diesen Wert von ® in Gl. (2), so erhält man folgende Differentialgleichung für f: 
TE: ic (m’+n)f'® r-f’ 2(m+nf)f’f” 
/ Fri f- nf’) TI _I2m f—nf? O). 
/ ” (1—-2mf— nf?) u 


Die Grenzbedinzungen ergeben sich aus dem Haften des Gases an der Platte durch u =» 0 
für „=0 und aus der Geschwindigkeit der unbeeinflußten Strömung ın großer Entfernung 
von der Platte dureh #« = U für yo. Für f bedeuten diese Bedingungen nach Gl. (7) und (8): 


f(o) v, F* (o)= m If’ (o)]’ und fo) re (10). 


Für mw» 0 erhält man die bekannte Blasiussche Differentialgleichung”) mit ihren Grenz- 
bedineuneen für die Flüssiekeitsströmung. Die Zusätze für die Gasströmung sind daher nach 
(Gl. (D) das 2. und 4. Glied der rechten Seite sowie der veränderliche Nenner im 3. Glied. 
Anders ist aueh die endlicehe Krümmung am Anfang nach Gl. (10) für endliche Werte m. 
Für die Lösung dieser Differentialgleichung bleibt kaum eine andere Möglichkeit als die 
numerische Integration, die von ©. Töpfer’) auch schon für die Blasiussche Differential- 
eleichung angewandt ist. Eine gewisse Vereinfachung läßt sich erzielen, wenn man die 
lösung nicht für ganz bestimmte Werte m und » sucht, indem man dann die Grenzbedingung 
f 2 im Unendliehen dureh eine willkürliche Annahme bei £=-0 ersetzen kann. Bildet man 
nämlich dureh einen konstanten Faktor a die affın verzerrte Funktion g: 


ENEELE won 57 > HR ee a a 
| | 


' af, m m. we er 12), 
] _ N a (12) 


it 


so ergibt sieh für y eine entsprechende Differentialgleichung (9), in der nur m durch m, und 
» dureh », ersetzt ist. In den Grenzbedingungen (10) fällt die dritte Bedingung fort, wenn 
man den Wert von a zunächst offen läßt. Am Schluß der Integration, die man zweckmäßig 
mit ’(0o)==1 beeinnt, kann man dann aus (so) den Wert «a ermitteln: 


Far ; sah et 
Bis dahin weiß man allerdings nicht, wie die Werte m, und n,sich zu m und n verhalten. 
Ob die Bedingung m + n 3 erfüllt sein wird, merkt man schon während der Integration. 


Es werden dann die Nenner in Gl. (9) an einer Stelle Null, und man erreicht keinen endlichen 
i l 
Wert y(v) mehr. Im Grenzfall m + n = erhält man eine Grenzschieht von endlicher Aus- 
dehnung, die mit der Potenz 4/3 in die Asymptote einbiegt. Es ıst dies der Fall T»=V. 
Hat man eine Lösung der Gleichungen (9) und (10) gefunden, so kann man daraus die 
Schubspannung r an der Platte berechnen: 


N | 7 
— n,Ü Day. Be iR a Tale er Tr 


u 
Po Yyy=o % a 


'), MH. Blasius: Ztsehr. f. Math. u. Phys., 56, 1, 1908. 
0. Töpfer: Ztschr. f. Math. u. Phys., 60, 397, 1912, 
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Den Reibungswert ce, für die Plattenlänge Z von der Vorderkante erhält man durch Integration 


über dx von O0 bis L und dureh Division durch den Staudruck -, 0, U” und die Länge L: 


30x 
(rd I, u 3; 
= Do f’ (0). 
! l r 172. L Or I l; Yo 
.) 7 


Bezieht man sämtliche Zustandsgrößen auf den ungestörten Gaszustand im Unendlichen, so 
ergibt sich daraus nach Gl. (5a) und (6a): 


YV 
oo 4 
| 


er F (0) - 


— eo bin nt ee ee Fr 

3 A \ 
Als besondere Fälle interessieren der Wert m =0, welcher die ungeheizte bzw. un- 

eekühlte Platte darstellt, und die Werte m n, welche die auf die Temperatur Tz gekühlte 


Platte wiedergeben (z. B. bei starker Strahlung). Doch läßt sich dieser letzte Fall mit den 
Ersatzwerten m, und n, nur schwer treffen. 
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Abb. 1. Geschwindigkeitsverteilung in der Grenzschicht 
undderen Anfangstangente: a) für die Flüssigekeitsströmung 
(nV), b) für eine Gasströmung (n = (1,235 bzw. Ua = 8,8). 


Hier ist nur der Fall » = m, =0 näher untersucht und in Abb. I ein Ergebnis wieder- 
gegeben. Die Kurve a zeigt zum Vergleich die Grenzschicht der Flüssigkeitsströmung. Die 
Kurve 5b ist die Gasströmung mit » = 0,235, sie beginnt fast gerädlinig, um dann sehr scharf 
in die Asymptote einzubiegen. Das nahezu geradlinige Ansteigen hat seine Ursache darin, 
daß die Krümmung Null im Anfang erst in die nach oben konkave Krümmung und dann nach 
einem zweiten Wendepunkt in die nach oben konvexe Krümmung übergeht. Die übrigen 


Kurven für n=0 bıs n liegen stetig zwischen a und b bzw. über b. Die Anfangsneigung 


| 


| 
j nur etwa um 20°o. 
Solange keine exakten Integrationen genauere Werte liefern, kann man setzen: 

f’ (0) =.1,46 + 10%. 


Nach Gl. (4), (4a) und (14) folgt daraus ein Reibungsbeiwert 


beträgt für n=0 nach Blasius f’ (o)= 1,327 und wächst bis n: 


2 en T; 


1 
ge 
.—= 1.46 - WI as. A 
Be | TE 26, Ta +D° | | 


Ersetzt man e,- T% durch die Schallgeschwindigkeit a in großer Entfernung von der Platte und 
das Verhältnis z=c,[e,—1,4 für Luft, so kann man Gl. (15) die Form geben: 


3 | 
1,46], | 


x—I 
+ 2 | di, 

Nach diesem vorläufigen Ergebnis nimmt die Reibung bei hohen Geschwindigkeiten ab gegen- 
über dem nach der Reynoldsschen Zahl umgerechneten Wert. So sinkt sie bei "Ja = 10 
etwa auf die Hälfte dieses Wertes. Trotzdem werden die Verhältnisse durch diese Überlegung 
allein noch nicht so günstig, wie E. Sänger?) vermutet, auf dessen Anregung diese Arbeit 
zurückgeht. Es müssen daher noch weitere Untersuchungen über die Stabilität der Grenz- 
schiehten und über den Einfluß der endlichen freien Weglänge, die mit der Grenzsehichtdicke 
vergleichbar wird, folgen. 

Ersetzt man übrigens die nur für hohe Temperaturen richtige Gl. (6) durch die genauere 
Southerland-Formel, so sind wieder höhere Reibungswerte als nach Gl. (15a) zu erwarten. PI11 


DEI: . 15a). 


1) BE. Sänger: Raketenflugtechnik, München 1932, S. 137 51, 
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Über die Figenschwingungen der geschlossenen Kugelschale 
bei gleichförmigem Oberflächendrucke. 


Von Karl Federhofer ın Graz. 

ie Eigenschwingungen einer dünnen, unbelasteten geschlossenen Kugelschale hat 

H. Lamb') untersucht; da nach dem Satze von Jellett?) eine geschlossene konvexe 
Fläche ohne Reekung nicht gebogen werden kann, gibt es hier im Gegensatze zu den Zylinder- 
schalen®) keine dehnungslosen Schwingungen. Die Dehnungsschwingungen der geschlossenen 
Kugelschale zerfallen nach Lamb in zwei Klassen. Bei denen der ersten Klasse erfolgt die 
Verschiebung jedes Punktes der Mittelfläche der Schale rein tangential, bei jenen der zweiten 
Klasse sowohl radial wie auch tangential. Ist die Kugelschale durch radiale Drücke belastet, 
die über ihre Oberfläche gleichförmig verteilt sind, so können hierdurch nur die Schwingungen 
der zweiten Klasse beeinflußt werden. Die vorliegende Untersuchung befaßt sich mit der 
Feststellung des Einflusses der radialen Drucke auf die Eigenschwingungszahlen einer ge- 


tem) 


schlossenen Kugelschale unter Berücksichtigung der von Lamb vernachlässigten Verbiegung 
der Schale. 


1. Die Schwingungsgleichungen. Wir beschränken uns auf die bezüglich eines Kugel- 
durehmessers (9 0) symmetrischen Schwingungen, so daß die Verschiebung eines Punktes M 
der Schalenmittellläche (Abb. 1) durch die Verschiebung « längs der 


Pa ne R Meridiantangente (positiv bei wachsendem )) und m in Richtung des 
; a Halbmessers (positiv zum Mittelpunkt 0) bestimmt ist; «, w sind 
-I3/” SS, dann ebenso wieder Drehungswinkel y der Meridiantangente ? nur 
n 8 j Funktionen von #. Fügen wir der Belastung durch den konstanten 
| | Druck p noch jene durch die Trägheitskräfte hinzu, und zwar 
/ >2uho? u in tangentialer, 2 u ho” w ın radialer Richtung, wo u die 
F Dichte des Schalenmaterials, ® die Kreisfrequenz der Eigenschwin- 
a euneen, 2h die konstante Dieke der Schale bedeuten, so lauten die 
2 drei Bedingungen für das Spannungsgleichgewicht der so belasteten 
Abb. 1. Schale vom Halbmesser «a°): 
d £ if T.\cte % E u—- NR eh. Hr 
dd ji j 2 
= : rNctgd+ T,+T, 2 + yr ete 2 FHZuhaw®’w=0. .....0), 
BE. irn : 
„ —t+l@G G,)\ete Be SL... As ee ee a 
dı ) e 


Hierin ist der geringfügige Einfluß der Drehungsträgheit unberücksichtigt geblieben. 
Die in diesen Gleichungen vorkommenden Spannungsgrößen bedeuten die während der 
Schwingung entstehenden kleinen Zuwächse zu jenen Spannungswerten, die der Belastung 
dureh konstanten Druck p bei Erhaltung der Kugelform entsprechen. An einem in M längs 
des Parallelkreises gelegten Normalschnitte wirken je Längeneinheit die resultierende Zug- 
spannung 7,, die resultierende Schubspannung N und das resultierende Moment @,, während 
T,, @, die entsprechenden Größen für den durch M gelegten Meridianschnitt je Längeneinheit 
angeben. Alle übrigen Spannungsgrößen verschwinden wegen der hier vorausgesetzten 
axialen Symmetrie. 

Die obigen Gleichungen beziehen sich auf das Gleichgewicht der durch den Druck p 
bereits deformierten Schale. Strenge genommen sollte daher der Halbmesser a durch a+ w, 


‚a”(l —- 6) i y R 
ersetzt werden, wo m, IR) den Wert der Verkürzung des Halbmessers bei gleich- 
N 
mäßiger Kontraktion der Schale und Erhaltung der Kugelform angıbt; der entstehende Fehler 


IE ’ 
ist von der Ordnung der Dehnung &,= _, die aber als klein gegen I anzunehmen ist. Der 
a 


Winkel y bedeutet das Maß der Verdrehung der Meridiantangente im Punkte M, für welches gilt 


I /dw 
y' N Wan Are 
a\dı 
ı) HM. hLamb: Proe. Lond. math. Soe. 14 (1883), S. 50. 


Jellett: Dublin Trans. Irish Acad. 22 (1855), S. 34. 
LkLord Ravleigeh: Theory of Sound, 2. Aufl. Kap. NA (Dehnungslose Schwingungen der Zylinderschale). 
Die Kigensehwingungen zylindrisecher Schalen mit Rüecksieht auf Biegung und Dehnung behandelt W. Flügge: 
ZAMM 13 (19833), S. 125. Die Sehwingzahlbereehnung eines allseits von Flüssigkeit umgebenen dünnwandigen Hohl 
zylinders findet man in einer Arbeit des Verfassers: Sitz.-Ber. Akad. Wiss. Wien, Abt. Ila, 142 (1933), S. 201. 
ı) Für die ruhende. mit p belastete Kugelschale sind die Gleichungen des Gleichgewichtes aus den Schalen- 
rleichungen Loves abgeleitet worden von R. Zvelly: Über ein Kniekungsproblem an der Kugelschale. Diss. Zürich 1915. 
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Bezeichnen &,, &, die Dehnungen in Richtung der Tangente und des Parallelkreises, 
k,, k, die Krümmungsänderungen, so gelten die Beziehungen 


I /du 1 _ 
ie; F 9 "), = ucgd—W) . . 2 2: 2 2 2.2.0.6), 
1 dıyy | P PR 
R,: add’ Ede te. ir se de 2 Ve 
. 2Eh_| 2 2Eh r" 
I: 1 3 \&ı + 0E€,) , T, | 0? (e,+08,) . , . . ’ . . . . . (4), 
(7, : z D(k,+ok,), (F,: 2 D(k,—+ok,) : : ; . r ; i . N . (5), 
2 Eh? 


wo E den Elastizitätsmodul, o die Poissonsche Konstante und D= die Schalen- 


31 0° 
steifiekeit bedeuten. Mit Einführung des linearen homogenen Differentialoperators L() gemäß 


ae), de), 


I; ( ) 19: Eu 19 etg ) ctg’ Il ) 


und mit der dimensionslosen Konstanten 


o\ 


. a? uo®(l — 0°) 


A K wer keine en 


4 
lassen sich die Gl. (1) bis (3) bei Verwertung der Beziehungen (4) bis (8) überführen in die 
folgenden Gleichungen für y, N und «: 


pa’ „[@\ 2+opa® „[a\. 
KL) +97) Lw)+|3d 4) 0 2. D 3(7,) 4 


3ap 








a\ / 
a ® ») . 
y +3(), )2+0)u=0 . (10), 


ar 2Eh a» 
L(N)+N ira) + > Liy)+ 


yv+2uhaw (ay—Bu=0, .. .. (MM), 


> 
N®@=—D[Lw—ovl . . : ». 2» 2 2 2 220.000. (12). 


Wird aus diesen Gleichungen uw und N beseitigt, so folgt für den Winkel y die folgende 
lineare homogene Differentialgleichung sechster Ordnung 


ILL LK(y)-+ c, I; L(y)-+e, Ley) €, y’- 0 Bl Fa a Er Er re (I), 
worin für die Konstanten e,, e,, ce, folgende Werte gelten: | 
Bu sa ae MB 
co, =&£(1—0’—4)—- (2 +0 —rv)A—o?—v(l+4+0) . . . 2... . (14, 
o=£[-#+(2+30)4+(1—0)]+204—0°—r(2+40) . . . . (DB). 
Mit v» und & sind die dimensionslosen Größen 

pa’ , (= eo: i 

=y 3|—— EEE Er EEE EEE EG ( 

3n "> h 1 
. ar . .. = hd = ® » r a” ‘ = 
bezeichnet. Für die dünne Schale ist E eine große Zahl, und es kann v =, - -S(ll-+o)e,S 


gegenüber & vernachlässigt werden, da wir nur solche Drücke p in Betracht ziehen, für welche 
die Dehnung &, klein gegen 1 ist. Demnach dürfen die Gl. (14) und (15) ersetzt werden 
durch die einfacheren: 

Bea ses ze ee re 
„=£-2#7+(62+30)/+ Ba uleh, Bprie a ee 


2. Die Frequenzengleichungen. Die Grundgleichung (I) zerfällt in drei Gleichungen von 
der Form 


L(y): vv. " e ’ ; R ö ; ; i ‚ i : : ’ i ö j i : ; (II), 
worin für r die Wurzeln der charakteristischen Gleichung 
Pre. +8... 8 HH era 


einzutragen sind. 
Die Gleichung (II) wird nach E. Meißner’) durch die Substitutionen 
v=-Ssind, z=sin?’) 
in eine hypergeometrische Differentialgleichung für S(z) übergeführt: 
«?S 5) Fr l+r 


DD 2m Y 
s=o. 


h de 4 


5) E. Meißner, Physik. Z. 14 (1913), S. 343. 
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Ihre Integration dureh die hypergeometrische Reihe F(«a, ,y,2) liefert dann als partikuläre 
Lösung der Gl. (ID): 


’ 1 YF A u » .) 
7 BRNTETEREN: 5 5 aa ern 
.) = [7 - 
’ e) "> .) | u N 3 +) { Y . . . . 
worin «a ‚Se | ‚ r=2 und A die Integrationskonstante ist. Die 


Reihe F konvergiert für alle hier in Frage kommenden Winkel #. Das zweite partikuläre 
Integral ist logarıthmisch und scheidet, da es für den Scheitel (9 =0) unendlich wird, aus. 

Entsprechend der vorausgesetzten axialsymmetrischen Schwingungsform muß die Ver- 
drehung y der Meridiantangente für 9=0 und # =, verschwinden. Der ersten Bedingung 


genügt bereits die Lösung (20), die zweite Bedingung verlangt, daß wegen 2=sin’— = 1 


Y 3 
F(a, ß,y,1) 0 


wird®). Da y—a- >00 ist, so läßt sich diese hypergeometrische Reihe mit dem Argumente | 


‘ 


dureh Gammafunktionen darstellen in der Form 


Il (y I) /I(y a—Pß—]) 
F(a,P,y,1) | 2 E; 
’ I(y —a— )IUIy—P—1) 
oder mit den oben angegebenen Werten von a, ß,y: 


4 


II(1) TI(-- '|,) 


ı(' Er: s ı(' Re ar 


u), 


| : 
Da Il, II| ar | | =, so muß der Nenner unendlich werden, was dann der Fall ist, 
wenn das Argument der Gammafunktion eine ganze negative Zahl ist. Demnach muß die 
Bedingung erfüllt sein 


1—y5—4r u a GE 34 


wo n eine beliebige positive ganze Zahl ist. 
Die Wurzeln der charakteristischen Gl. (19) müssen daher der Gleichung 


5-4r=(1+4n)?’ 


eenügen, woraus mit der Abkürzung 


In—-2n | az nn 
die einfache Bedingung folgt 
r ee 
Hiermit geht (19) über in 
m’+e,m’— ec, m+ce,—=d: 


mit Beachtung der Gl. (13), (AT) und (18) ergibt sich daraus die gesuchte Frequenzengleichung 
m’ mtr +4 +: —- 2 +30) (lo) +m(ll —o?—4)]=0 . . (IV), 
womit 4 (und gemäß (9) auch ©?) als Funktion der Konstanten &, m und » bestimmt ist. 
Bei der Auflösung dieser Gleichung nach /4 sind entsprechend der Größenordnung der 
Zahl m zwei Fälle zu unterscheiden: 
a) Für die Grundschwingung und für niedrige Oberschwingungen ist die Zahl »n, die 


Y ® .. .. De | A F . 
von der Anzahl » der Wellen nach der Beziehung (21) abhängt, gegenüber £= 3(,,) klein, 


weshalb für diese Schwingungen mit kleinem » die Frequenzengleichung einfach durch Null- 
setzen des Faktors von & in Gl. (IV) gewonnen wird; das ergibt 


?— +30 +m)i+m-DA-)=0 ....... .(IVa). 
u . f a a wu ID 
Wird anstatt 4 der von Lamb gewählte Wert A?’a? benutzt, wo G =, | 
- ( 2(1-+0) 
den Schubmodul bedeutet, so folgt zunächst aus dem Vergleiche mit (9) der Zusammenhang 
») 
u. —/ 
I —o 


6, Dieselbe Bedineungsgeleiehnng erhält Zoellvy bei der früher angeführten Kniekuntersuchung der Kugelschale, 
und es kann im vorliegenden Falle die Frequenzengleichung in analoger Weise aufgestellt werden, wie die Gleichung 
für den kritischen Druck von Zoelly. 
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i 1-+0 i 
und es geht (IVa) mıt y | über in die von Lamb für die Dehnungsschwingungen der 


Ö 
Kugelschale angegebene, aus Variationsbetrachtungen gewonnene Frequenzengleichung’) 
kat-K;artkn®+n+Y)y+n’+n — 23 +4lnHn —2)y=0, 
falls darin unter n» eine positive gerade ganze Zahl verstanden wird. 

Die Gl. (IVa) zeigt, daß es zu jedem m, d.h. zu jeder Zahl » der Wellen zwei Wurzeln / 
eibt, von denen die eine <, die andere >2(1+0) ıst, und daß diese Wurzeln in erster 
Näherung unabhängig von » und £ und daher auch von der Schalendicke sind, d.h. daß die 
Frequenzen der hier erhaltenen Dehnungsschwingungen dureh den Oberflächendruck p 
nicht beeinflußt werden. 

Die Berücksichtigung des den Druck p enthaltenden Gliedes m’v ın (IV) brächte in 

. ai . 11’ « .g v N} > . 
die Gl. (IVa) noch ein zusätzliches Glied von der Größenordnung — , woraus folgt, daß die 
infolge der Wirkung der Drücke p an den Wurzeln 4 anzubringende Verbesserung, solange m 

. Pe u v . 
klein gegen £ ist, von der Größenordnung | -, also nur von der Ordnung yz, ist. 


b) Die beiden ersten Glieder in der Frequenzengleichung (IV) dürfen gegenüber dem 
letzten, den großen Faktor & enthaltenden Glied dann nicht mehr vernachlässigt werden, wenn 
m’ und m?’» von gleicher Größenordnung (>) wie m £ werden. Dann ist m? und mr x. 

N a 

Die solchen großen m [= lan n entsprechenden Schwingungen haben also sehr hohe 
Wellenzahlen, und es läßt sich (IV) bei alleiniger Beibehaltung der Glieder von der Größen- 
ordnung Em durch die einfachere Gleichung 

m? m’vr + Em(l 0° /) v0  ° j En ee (IVb) 
ersetzen, woraus folgt 
t mv , m? 
A\=]I 0° De re «che m Sep AA a De a Zr 23). 


Hiernach verschwindet 4 und damit auch die Kreisfrequenz &, wenn 
BEI ee a ea 


und diese Gleichung stimmt überein mit jener, aus der Zoelly‘) den der Zahl m ent- 
sprechenden kritischen Druck mit 
2D „di 0°) _ 
I, = — |m & 
Pi a” m 
berechnet hat. Ersichtlich kommen dabei nur große Werte von m in Betracht, da sonst der 
zweite Summand zu Dehnungen, die mit 1 vergleichbar sind, führen würde. 


Pr: (1 —- 0?) 
( ) = » 7 . N . .. 4 
Aus N =. 0 | = folgt m" = yS(l — 0°), und es ist das nach (24) zugehörige 
ai N . . +. era en as 
iD a 
und Pkmin = 8 1 &(1— 0°). 


Sowohl m* wie »,n ergeben sich von der Ordnung y&, wie es für die Gültigkeit der ver- 
einfachten Gl. (IV b) notwendig ist. 


Setzen wir, um die Zusammenhänge von /, m und » bei großen Werten m zu über- 


x; 
blicken, irgendein m von der Größenordnung yY<£ gleich 
m=am"=ay£(lli - 0), 


so läßt sich (23) mit einer dimensionslosen Größe © gemäß 


s f l > 

2 »| E a ee er en m 
überführen in 

i—(il+a)1—o0)+ali=0. . .. 1.2.2 2 2 202 0% 5.127). 


7) Vgl. Fußnote I auf Seite 26. 
8) Vgl. die in Fußnote 4 auf Seite 26 angeführte Arbeit. 
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Für ein festes a, d.h. für ein beliebig gewähltes großes m [4 n? nach (21)] ist der 
Zusammenhang (/, d) durch eine Gerade darstellbar; bei veränderlichem « hüllen die zu- 
gehörigen (/, Ö)-Geraden die Parabel 


/ (1 o)-+ 


75} 
- 


(1 —- 0°) 
ein (Abb. 2). Dem Werte «a=1 entspricht als (4, D-Diagramm die Tangente der Parabel in 
ihrem Sehnittpunkte mit der + Ö-Achse, wo {=2(1 — 0°) ist; dort ist die Parabeltangente 
gegen die Achse Z unter 45° geneigt. Mit diesem Z ergibt sich aus (26): v=2y&(ll 0°), 
welcher Wert nach (25) übereinstimmt mit v,;„. Daher ist ©=2(1 — 0°) der dem kleinsten 
kritischen Drucke p7,,.n entsprechende Wert 7, „in; den Werten a=1 entsprechen demnach, 
wie auch Abb. 2 zeigt, kritische Werte [;>2(1 -- 0°). 

Aus dieser graphischen Darstellung ist sofort abzulesen, daß mit zunehmendem Werte £, 
d.h. mit wachsenden Drucken p, die Werte 4 und damit auch die Kreisfrequenzen & ab- 
nehmen; sobald p einen jener kritischen Werte erreicht, bei denen die Schale einbeult, wird 
»--0. Wird £ negativ, d.h. wirkt statt des Außendruckes ein Innendruck p, dann wird 
durch ein Anwachsen des Innendruckes eine Vergrößerung von & bewirkt. 

N Die Abhängigkeit der Kreisfrejuenz & vom 

Außendrucke p bei großen Werten m läßt sich 
nun in eine einfache Formel bringen. 


0 








Te 1 
N uch Für die unbelastete Schale (vr = 0) folgt 
I‘ M/M ‚ ; 3} r 
m’ aus (29): 
u “ j % Pr 
nm a1 . er 
| / l—o’+-— 
/ 0 = 
| a<T s 
. A für sehr großes m 
1 a mL 1 Dehnungs- Bezeichnet v7; jenen Wert der Konstanten v, der 
vn Enns u ul sich für einen kritischen Druck pj ergibt, so 
| A fürm-s[n 1) gilt nach (24): 
! n e \ h >> RER dee Di 
ag | 2 m mvj; 
 ' er 38 + Sknie N\ (1 0°) + —_ z 0), 
Jnnendruck | Außendruck EN s 
| N 
mi | IN ‚mv: ER 
\ so daß . = 4,, womit (23) übergeht in 
\ E 
\ ei © BaceT p 
N Am 4,11 \=4(1 -]. 
Abb. 2. V% Pk 
Mit Rücksicht auf die durch (9) erklärte Bedeutung von 4 ergibt sich daher schließlich 
.\ 
an” li ı ee te Pa ee Ar 
Pr, 


worin die der Zahl m entsprechende Kreisfrequenz &, der unbelasteten Kugelschale gegeben 
ist durch 

ii E 

E/a ul—o)' 


= 
Zn 
=, 
I 
1 
lite 
— 
BR 
De 
es 
+ 


3. Über die Verschiebungskomponenten «, w. Nach (20) war die Lösung der Schwingungs- 
eleichung (II) gegeben dureh 
v=4Asınd F(a, ß,y,2), 


+) Fund ‘ - 
+ .) tr ) 3 > — | Y h Beh 
wo a = { , pP== I Y 2 2 sın? d. 


FRE En Se SE. 


\ 


Da für jede Wurzel r die Gl. (III) erfüllt sein muß, und demnach aen+l, p=, nn 
wird, so folgt mit » als ganzer positiver Zahl 


v=4AsindFln+1,, n.,2,2 ers ı si 5 ER 


Mit Beachtung der Gl. (II) L(y) = ry erhält man aus (10) für die tangentiale Ver- 
schiebungskomponente 
"+rr+ec, 
2 +o)AE (ay). 
Der neben (ay') stehende Faktor ist eine durch die jeweilige Wurzel r und die übrigen 
Konstanten bestimmte Konstante B, so daß 
a N ee er 


u 











ech. 


der 
zu- 


n 


. 
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Damit folgt aus (4) 
dw I+Bb 


19 :ay(l—+b)= pe 


Mit Verwertung einiger Eigenschaften der Gammafunktionen und ihres Zusammenhanges mit 
den Kugelfunktionen erhält man®) aus dieser Gleichung im Vereine mit (29) und mit einer 
neuen Konstanten € die radiale Verschiebung 


w=—= ÜPs»„(cos Ü) En A FE De Bel AUGEN. 27 ı P 


wo Psn(cos®) die zonale harmonische Kugelfunktion erster Art ist. Zwischen Scheitel und 


PR N . k 7T » . r 
Äquator, d.h. im Bereiche 0<9< , befinden sich » Nullstellen von w. 


Da ferner 
BR dw BC . ,dPs,„(cos v) 


End TH BIT lcosd) 


ist, so erhält man schließlich für die tangentiale Verschiebung den Wert 


BC 
I+B! 


u Pi . u ee A ee 
wo P',„(cos#) die zu P,„(cos®) zugeordnete Kugelfunktion erster Art ist. Gl. (31) liefert 
daher für das Verhältnis der radialen Verschiebungen der Endpunkte der zueinander senk- 
rechten Kugeldurchmesser 


| | 7 ‚1.3-.5....(2n 1) 
(#—0) und (#- 5) wegen Pan(l)=1, Pen) =(—1)! 2.4:6....2n ” 
i m, | ’ 2.4-:6....2n | 
den Wert W, n + In | 


») 


Zusammenfassung. Ein gleichförmiger Oberflächendruck beeinflußt nur jene Klasse der 
Kigenschwingungen einer dünnen geschlossenen Kugelschale, bei der radiale und tangentiale 
Verschiebungskomponenten der Punkte der Mittelfläche vorhanden sind. Die Kreisfrequenzen 
der dem Falle verschwindender Biegungssteifigkeit entsprechenden eigentlichen Dehnungs- 
schwingungen ergeben sich in erster Näherung unabhängig von der Schalendieke; sie erfahren 
durch den gleichförmigen Oberflächendruck lediglich eine Änderung von der Größenordnung } TR 

Es existiert aber noch eine zweite Gruppe von Schwingungen, bei denen, allerdings erst 
für hohe Wellenzahlen, Schalenbiegung und Oberflächendruck erheblich zur Geltung gelangen; 
hier werden die Frequenzen » abhängig vom Außendrucke p nach der einfachen Gleichung 


| ") ; 
i Pk 


wobei pj. den kritischen Druck bedeutet und &, die Kreisfrequenzen der unbelasteten Schale 
angıbt, für welche gilt 

E 
a’ ull —0o*)’ 


m? 


RE Ni 0°-+-—- 


I 


wenn m =4n?+2n—1 (n ganze Zahl). 


RP Ger. h 
Ersichtlich ist für diese Schwingungen &” abhängig von —), und es erfährt die 


’requenz @, eine Verminderung oder Erhöhung, je nachdem auf die Schale ein Außen- oder 
Innendruck wirkt'‘). Stimmt p mit einem der kritischen Außendrücke überein, so ver- 
schwindet die Kreisfrequenz. 

Während sich der Einfluß eines Außendruckes auf die zweidimensionalen Biegungs- 
schwingungen einer sehr langen Zylinderschale bekanntlich schon bei der Grundschwingung 
beträchtlich äußert, zeigt die geschlossene Kugelschale ein davon abweichendes Verhalten, 
indem dieser Einfluß erst im Bereiche hoher Wellenzahlen zur Geltung kommt. Ein Analogon 
findet dieses Verhalten beim Kniekvorgange: die unendlich lange Zylinderschale beult unter 
Außendruck (dehnungslos) mit möglichst wenig Wellen aus, die (inextensionale) Kniekung der 
Kugelschale erfolgt mit hoher Wellenzahl. P3 

®) Die erforderlichen Umreehnungen findet man in der Arbeit von Zoelly, S. 57 bis 59. 

10) Für die Biegungssehwingungen eines geraden, axial belasteten Stabes gilt bekanntlich ein analoges Ergebnis, 
ebenso für den radial belasteten Kreisring, den !lohlzylinder bei gleiehförmigem Oberflächendruek und den gleichmäßig 


belasteten parabolischen Zweigelenkbogen. Vgl. die Arbeiten des Verfassers im Ing.-Arch. 4 (1955), S. 110 und S. 176, 
sowie Sitz.-Ber. Akad. Wiss. Wien, Abt. IIa, 142 (1933), S. 201 bis 206; 143 (1934), S. 131 bis 150. 
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Der Widerstand quer angeströmter Rechteckplatten bei 
Reynoldsschen Zahlen 1000 bis 6000. 


Von ©. Flachsbart in Hannover. 


Inhalt: Widerstandsmessungen und Strömungsuntersuchungen an quer angeströmten ebenen Platten 
im Bereich Reynoldsscher Zahlen 1-10% bis 6-10°. Stationäres ebenes Problem. Untersuchung der 
Platten in Windkanälen. 


Bezeichnungen: /!m} Länge, d|m| Breite. 4—=//d Seitenverhältnis der Platte. o |kg-s?/m*]| Dichte, 
v/m?/s| kinematische Zähirkeit. »|m/s] Anströmgeschwindigkeit der Luft. Wilke) Widerstand. 
| 


-) 


W /I\—e vld) Widerstandszahl. ?=ved/v Reynoldssche Zahl der Platte. 

er Widerstand, den quer angeströmte ebene Rechteekplatten von unendlichem Seiten- 
D verhältnis in zeitlich und örtlich gleiehförmiger Strömung erfahren, ist für «das Gebiet 
mittlerer Reynoldsscher Zahlen wiederholt gemessen worden'). Man erhielt das bekannte 
und aus dem Ablösungsmechanismus verständliche Ergebnis, daß der Widerstand dem qua- 
dratischen Gesetz gehorcht, die Widerstandszahl also unabhängig von der Reynoldsschen 
Zahl ıst: 


Wprop. ®”, C„= eonst =rd. 20. 


Es ist nieht anzunehmen, daß sich die Verhältnisse bei noch größeren als den gemessenen 
R-Zahlen (d.h. für R> 10%) wesentlich ändern. Dagegen muß man erwarten, daß bei hin- 
reichend abnehmendem A. also zunehmendem Einfluß der Zähiekeitskräfte, e,. schließlich 
erheblich größer wird als 2,0. Eine von Harrison im Rahmen Oseenscher Gedankengänge 
eefundene theoretische Lösung’) liefert für ?#-_1 Widerstandszahlen e,„.— 10. Nach allem, was 
wir über den Widerstand von Körpern bei so kleinen R-Zahlen wissen, muß es als sicher an- 
vesehen werden, daß in diesem Gebiete auch die theoretisch ermittelten Werte des Platten- 
widerstandes den wirklichen Werten nahe kommen und ihnen jedenfalls um so näher liegen, 
je kleiner R ist, d. h. je kleiner die Trägheitskräfte im Vergleich zu den Zähigkeitskräften 
werden. Nur darüber, wo der Anstieg der e „Kurve zum Zähigkeitsgebiet der sehr kleinen 
R-Zahlen beginnt und welche Gestalt er hat, ob er insbesondere monoton erfolgt oder nicht, 
läßt sich von vornherein nichts sagen. Messungen von Schmiedel’) und von Simmons 
und Dewey?') an Kreisscheiben, an denen ja verwandte Strömungsverhältnisse herrschen, 
machen wahrseheinlich, daß der Anstieg nicht monoton erfolgt. 

Die Frage hat einiges Interesse für die allgemeine Strömungsmechanik und für die Praxis 
des Modellversuchs. Zu ihrer Klärung habe ich in der Aerodynamischen Versuchsanstalt 
Göttinzen die nachstehend beschriebenen Versuche ausgeführt’). Die Meßergebnisse über- 
dleeken bei weitem nieht den ganzen Bereich kleiner R-Zahlen, sie dringen aber doch so weit 
vor zu kleineren A-Zahlen, daß die Grenze der Gültigkeit des quadratischen Widerstands- 
gesetzes und der Verlauf des Plattenwiderstandes unmittelbar unterhalb dieser Grenze deutlich 
werden. Strömungsaufnahmen lassen für einige Fälle die zugeordneten Strömungsvorgänge 
erkennen. 

Die Lösung der Aufgabe bot eine Reihe von Schwierigkeiten. Da die Widerstands- 
messungen in Luft ausgeführt wurden, und zwar in zweien der Freistrahlwindkanäle des 
Göttinger Instituts‘), verlangte das Vordringen zu kleineren R-Zahlen kleine Geschwindigkeiten 


I) Vel.etwa ©. Wieselsberger: Versuche über den Widerstand gerundeter und kantiger Körper. (Ergebnisse 


d. Aerodyn. Versuchsanstalt Göttingen, 11. Lieferung, München und Berlin 1923, 8. 22 ff.) 0. Flachsbart: 
Messungen an ebenen und gewölbten Platten. (Ebenda, IV. Lieferung 1932, S 961.) In den Versuchen eıfaßter 
R-Bereich 6: 108 bis 6:15, Wieselsberger fand ce,» 2,01 4 2"o0, Flachsbart (mit anderen Versuchsordnungen) 
U: 1,06 | v Os 


»), W, J. Harrison: On the motion of spheres, eireular and elliptie eylinders through viseons liquid. Transact. 
Cambridge Phil. Soe., Vol. XXI, 1924, p. 71 M. 

s, Joh. Sehmiedel: Experimentelle Untersnehungen über die Fallbewegung von Kugeln und Scheiben in 
reibenden Flüssigkeiten. Diss. Leipzig 1928 (auch Phys. Zeitschr. 29, 295, 1928). Ferner: L. Schiller u. H. Schmiedel: 
Widerstandsmessungen an Kugel und Scheibe bei kleinen Reynoldssehen Zahlen. (Zeitschr. f. Flugtechnik und Motor- 
luftsch. 19, 497, 1928.) 

4 Simmons and Dewey: Wind tunnel experiments with eireular dises. (Rep. and Mem. Aeronanutical Res. 
Comm. No. 1334, London 1930.) 

5), Die Versuehe wurden bereits 1930/31 durehgeführt:; ihre Fortsetzung und die ausführliche Veröffentlichung 
der bisherieen Ergebnisse unterblieben infolge anderweitiger starker Inanspruchnahme des Verf. Einige kurze Mit- 
teiluneen findet man in Prandt]l-Tietjens 2. Band (1931), S. 150, „Naturwissenschaften*“ (192), S. 91 u. „Stahlbau“ 
(1034). 8. 66/67. Die vollständige Veröffentlichung gerade in diesem Heft der ZAMNM erfolgt, da Herr Prof. Prandtl 
den Versuchen sein besonderes Interesse zuwandte. Ihm und Herrn Prof. Betz sei auch an dieser Stelle dafür gedankt, 
daß sie mir die Durehführung der Versuche ermöglichten. 

6, Windkanal des Luftsechrauben-Laboratoriums, mit eingebauter Einsatzdüse („L. L.*, Düsendurehmesser 1,0 ım) 
und sog. kleiner Windkanal (‚„Kl. W.*, Düsendurchmesser 1,20 m). 


ne 











l- Abb. 1. Versuehsanordnung der Vorversuche. Abb. ?. Endgültige Versuchsanordnung. 
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Abb. 6a. R=B82L. Abb. 6b. RT 1600. 
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Abb. 6a und b. Strömung um die Platte. Sichtbarmachung der Stromung ml Zinnechlorid. 
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Abb. 


Abb. Ta bis f. 


ie R 3380 


. sa. R= MW. 


ec. R=190. 


Strömung um die Platte. 


Abb. 7b. R 1750. 


Abb. 7d. 


Siehtbarmachung der St romung mit 


R 20. 





R 130. 


Titantetrachlorid. 
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ınd kleine Plattenbreiten. Beides ist unschwer zu erreichen, aber man erhält kleine Stau. 

Irücke und kleine Plattenwiderstände, so daß die Messungen besondere Sorgfalt bzw. 

‚esondere Maßnahmen erfordern. Hinzu kommt die nie ganz zu behebende Schwierigkeit, 

lie mit der Verwirklichung ebener Strömungsvorgänge verknüpft ist. 

Wir haben uns so geholfen: Die Messung des Staudrucks geschah mit Hilfe eines Schräg- 

‚ohrmanometers. In einigen Fällen wurde bei den kleinen Windgeschwindigkeiten gleichzeitig 
; die Drehzahl des Windkanalventilators beobachtet, nachdem vorher die Beziehung zwischen 
Ventilatordrehzahl und Staudruck im Freistrahl durch Eichung ermittelt war. Als Modelle 
wurden Plattenstreifen verschiedener Breiten (d=6, 10 und 20 mm) aus Bandmessing von 
03 mm Stärke benutzt. Ihre Länge war in jedem Fall größer als der Strahldurchmesser, so 
daß die Streifen durch den Strahl hindurehgeführt und in einen außen um den Strahl herum- 
liegenden Rahmen eingespannt werden konnten. Von diesem Rahmen führten Drähte zu der 
oberhalb der Versuchsstrecke aufgebauten Waage, und zwar derart, daß alle Teile der Auf- 
häneune außerhalb des Luftstromes lagen. Die Luftkräfte wurden also von den Platten 
auf den Rahmen und von diesem auf die Waage übertragen. Um die zu messenden 
Kräfte und dadurch die Meßgenauigkeit und den Meßbereich nach kleineren R-Zahlen hin 
zu vergrößern, wurden zwei Platten in genügend weitem Abstand nebeneinander in den 
kahmen gespannt. Vergleichende Vorversuche mit einer Platte hatten gezeigt, daß der Ab- 
stand groß genug war, um die gegenseitige Beeinflussung der beiden Streifen unterhalb der 
(Grenze der Meßbarkeit zu halten. Abb. 1 zeigt die allgemeine Anordnung. Die Aufnahme 
wurde bei einem Vorversuch gemacht; man erkennt es daran, daß im Rahmen nur ein 
Plattenstreifen befestigt ist. Die Abbildung läßt bereits erkennen, in welcher Weise die Ver- 
wirklichung der zweidimensionalen Strömung angestrebt wurde. Die Platte hängt dicht 
vor der Düse des Windkanals. Auf diese Weise trifft sie ein Luftstrom von nahezu voll- 
kommen gleichförmiger Geschwindigkeitsverteilung. Aber diese Maßnahme genügt .allein noch 
nicht, um ebene Strömung zu erzeugen, denn der Unterdruck im Totluftgebiet holt Luft aus 
der Umgebung des Strahls heran und zerstört so die ebene Strömung bis fast in die Mitte 
des Plattenstreifens. Man kann diese Erscheinung mit Hilfe einer Fadensonde sofort sichtbar 
machen. Um sie zum Verschwinden zu bringen, ist es nötig, die 
/Zuströmung in das Totluftgebiet durch Endscheiben zu unter- N 
binden. Wie das geschehen ist, zeigt am deutlichsten Abb. 3. Bu 
Form und Größe solcher Endscheiben müssen sehr sorgfältig BZZELINGE 
ausprobiert werden. Die benutzte Anordnung, die in endgültiger 
Gestalt in Abb. 2 zu sehen ist, hat sich als brauchbar erwiesen. pjse 
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Die Anordnung Abb. 2 unterscheidet sich von der Anordnung N 
Abb. 1 im wesentlichen nur dadurch, daß der eine Plattenstreifen " ug 
f . P , . L\AP10.3 N 9 m 
dureh zwei ersetzt und der Rahmen verkleidet ist. Die Ver- hi /ote 
en 


kleidung des Rahmens erwies sich als notwendig, nachdem sich 
vezeigt hatte, daß auf den unverkleideten Rahmen obwohl er 
außerhalb des eigentlichen Freistrahls lag — doch merkliche Luftkräfte wirkten. Sie rührten 
von der Luftbewegung her, die der Freistrahl in seiner Umgebung verursacht. 

Zwei Bedenken, die gegen die. Versuchsanordnung erhoben werden können, will ich nicht 
unerwähnt lassen. Erstens ist in der Düsenmündung das Gefälle des statischen Druckes in 
Strahlriehtung noch nicht Null. Die Platten stehen daher in einer Luftströmung, in der in 
Stromrichtung Druckabfall herrscht. Nun ist zwar die Ausdehnung der Platten ın Strom- 
richtung verschwindend klein. Das schließt aber nicht aus, daß der Druckabfall auf die 
Ausbildung des Totluftgebietes und dadurch auf den Plattenwiderstand von Einfluß ist. 
Zweitens ist die aerodynamisch wirksame Plattenlänge nicht sicher erkennbar. Da bei den 
endgültigen Versuchen zwei symmetrisch zur Vertikalachse der Düsenmündung liegende Platten- 
streifen benutzt wurden, die Düsenöffnung aber im einen Fall kreisförmig (L. L.), im anderen 
"all vieleckig (Kl. W.) war, hatte die vom Wind getroffene Plattenfläche in Wahrheit nicht 
die Gestalt eines Rechteckes, sondern die eines Trapezes bzw. eines Streifenausschnittes einer 
Kreisfläche. Daß infolge dieser Ungenauigkeit auch die ebene Strömung an den Plattenenden 
gestört werden mußte, ist nicht zu verkennen. Ebensowenig, daß die Öffnung in den End- 
scheiben, die aus meßtechnischen Gründen erforderlich war, eine weitere Unsicherheit in die 
Bestimmung der wirksamen Plattenlänge brachte. Aber man durfte doch wohl vermuten, 
daß diese Unvollkommenheiten nicht ernster Art waren. Die Meßergebnisse haben dem recht 
gegeben: die Messungen liefern im Gebiet des quadratischen Widerstandsgesetzes glatten 
Anschluß an die älteren Messungen (c,„= 1,96). Als wirksame Plattenlänge wurde stets die 
Länge der Plattenmittellinie zwischen den Innenflächen der Endscheiben betrachtet. 

Über die Ergebnisse der Messungen unterrichtet die Abb. 4. Man erkennt, daß das 
quadratische Widerstandsgesetz bereits im untersuchten R-Bereich seine Gültigkeit verliert. 

Bi) 


Abb. 3. Endseheiben der Platten. 
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Ob schon unmittelbar unterhalb A = 6- 10%, läßt sich nicht mit Sicherheit sagen: zum mindesten 
ist die Abweichung dort noch klein. Merkliche Abweichungen treten aber unterhalb R — 3: 10° 
auf. Die Widerstandszahl fällt dort bis auf etwa e„—=1,6 bei R=1,6-10°, scheint jedoch 
von hier ab bei weiter abnehmendem A wieder zu steigen. Der Anstieg vom Bereich des 
quadratischen Widerstandsgesetzes zum Gebiet kleinster A-Zahlen erfolgt jedenfalls nicht 
MONOLON. 
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Abb. 4. Ergebnisse der Widerstandsmessungen. 


Das Ergebnis ist für die Praxis des Modellversuches insofern wichtig, als es zeigt, daß 
der Widerstand scharfkantiger Platten und Stäbe bereits bei Abmessungen und Geschwindig- 


keiten dem Einfluß der R-Zahl unterliegt, die gelegentlich 2. B. bei Modellversuchen an 
Gitterfachwerken ‘) vorkommen. Man kann als untere Grenze der Gültigkeit des quadra- 


tischen Widerstandsgesetzes für praktische Zwecke etwa R=5-10° betrachten. Sie gilt für 
schlanke Platten, doch ist nieht anzunehmen, daß das Seitenverhältnis von wesentlichem 
Kinfluß ist. 

Ein Vergleich der gemessenen Plattenwiderstände mit den Meßergebnissen für Kreis: 
scheiben zeigt bemerkenswerte Übereinstimmung im e„-Verlauf (vgl. Abb. 5). In beiden 
Fällen liegt in der e„-Kurve unterhalb des Gebietes e „= const eine Einsenkung. Die Dellen 
sind nur wenig gegeneinander versetzt. Ob bei weiter abnehmendem A für die Platte ebenso 
wie für die Kreisscheibe ein Buckel in der e,-Kurve zu erwarten ist, läßt sich nieht mit 
Bestimmtheit sagen. Betrachtet man die in Abb. 4 und 5 gezeichnete e„-Kurve der Platte 
unterhalb A=1:-10° noch als einigermaßen zuverlässig, so muß aus der Steigung dieses 
Kurvenstückes in Verbindung mit der für den Bezirk kleinster R gültigen theoretischen Lösung 
Harrisons geschlossen werden, daß der Anstieg des c„ mit weiter abnehmendem R nicht 
ununterbrochen erfolgt. Aber dieser Schluß ist nicht verbindlich, da die gemessene e„-Kurve 
unterhalb 7? = 1-10° unsicher ist. Man findet die Unsicherheit bestätigt durch die Streubreite 
der Meßpunkte, aus der an dieser Stelle wie im ganzen Meßbereich die Meßgenauigkeit 
ungefähr abzulesen ist. Die Unsicherheit hängt mit der Kleinheit der unterhalb R= 1-10? 
zu messenden Kräfte zusammen (kleinste Kraft bei R=690, und zwar 5 g, dabei Wind- 
geschwindigkeit rd. 1,50 m/seec). Im übrigen ist es, worauf schon L. Schiller hingewiesen 
hat‘). zweifelhaft, ob der Buckel in der e,„-Kurve der Kreisscheibe reell ist. Zwar schließen 
sich die Messungen von Simmons und Dewey (Anblasversuche) gut an die Messungen von 
Schmiedel (Fallversuche) an. Aber erstens fielen die Kreisscheiben Schmiedels ober- 
halb 7? SO pendelnd, so daß es fraglich ist, ob die Meßergebnisse den Widerstand gleichförmig 
translatorisch bewegter Scheiben in diesem A-Bereich zutreffend beschreiben; zweitens ist 
die e,-Kurve von Simmons und Dewey in dem unteren Teil des von den beiden Autoren 
untersuchten A-Bereiches, und zwar von R=282 bis R=-820, nur durch vier Meßpunkte 
belegt, bei denen man wegen der sehr kleinen Kräfte erhebliche Fehler nicht ausschließen 
kann (die Verff. bemerken a. a. OÖ. zu dem bei R=28S2 gemessenen Wert: „it is doubtful 
whether the observed drag was acceurate to witbin 20 per cent“). Es bleibt also vorerst 
ungewiß, ob sich dem Anstieg des ec, der querangeströniten ebenen Platte zum Zähigkeits- 

'), Vel. ©. Flaehsbart: Modellversuche über die Belastung von Gitterfachwerken dureh Windkräfte. ]. Teil: 
Kinzelne ebene Gitterträger. (,„Stahlbau“, 7, 65 u. 73, 1934.) 


s), Wien-Harms: Handb. d. Exp.-Phys., Bd. IV, 2 (1952), S.385 und L. Schiller und H. Sehmiedel: a.a.O., 
S, 499/500, 
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Abb. 5. Widerstandszahlen für verschiedene Körper. Dabei bedentet 





ebene Platte  Kreisscheibe | Kreiszylinder Kugel 
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‚ereich kleinster R-Zahlen ein sekundärer Anstieg in einem beschränkten R-Gebiet überlagert. 
'lält man es mit L. Schiller für unwahrscheinlich (ich tue es), so schreibt man damit Kugel, 
ıreiszylinder, ebener Platte und Kreisscheibe, also allgemeiner gerundeten und kantigen 
xörpern ein qualitativ grundsätzlich gleichartiges Verhalten zu — eine Vorstellung, die unseren 
\nschauungen über das Wesen der Strömungsvorgänge sicher am ehesten entspricht, aber 
natürlich falsch sein kann’). 

») Vgl. hierzu Abb. 5, in der außer den c,»-Kurven für ebene Platte und Kreisscheibe auch die e,»-Kurven für 
‚reiszylinder und Kugel eingetragen sind. 
ze 
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Wie der Widerstand der Platte sich unterhalb von R==1,6-10° auch verhalten mag, al 
sicher darf angesehen werden, daß zwischen diesem AR und dem weiter oberhalb lierende: 
(sebiet des quadratischen Widerstandes ein Abfall des ce, mit abnehmenden R erfolgt'’). Wi 
er physikalisch zu erklären ist, ist eine wichtige, aber einstweilen offene Frage. Um zu ihre 
Beantwortung vorzudringen, habe ich versucht, mir Auskunft über die Strömungsformen zu veı 
schaffen, die den gemessenen Plattenwiderständen im untersuchten R-Bereich zugeordnet sind 
Ich bemerke gleich hier, daß die Strömungsbeobachtung die gesuchte Antwort noch nich 
ermöglicht hat. Die Strömungsaufnahmen sind aber doch in mancher Hinsicht so interessant 
daß es mir gerechtfertigt erscheint, wenn ich hier in den Abb. 6 und 7 einige der Aufnahme:ı 
veröffentliche. 


ls handelt sich um Schattenphotographien, bei denen die Strömung anfänglich mit Zinn 
cehlorid (Sn Cl,) Abb. 6 -, später nach dem Vorgang von Simmons und Dewey mii 
Titantetrachlorid (Ti Cl,) — Abb. 7 sichtbar gemacht wurde. Beide Flüssigkeiten sind farb 
lose Lösungen, die an Luft unter Erzeugung weißlicher Nebel verdampfen. Zinnchlorid ver 
dampft schwerer als Titantetrachlorid, liefert daher meist klarere Bilder, läßt aber auch 
weniger Feinheiten der Strömung erkennen und hat im übrigen den Nachteil stärkere: 
Geruchsbelästigung. Einzelheiten unserer von der englischen etwas abweichenden Versuchs- 
anordnung sind der Abb. S zu entnehmen. Als Luftstrom wurde der Freistrahl eines kleinen 
(sebläses mit 0,50 m 7 Düsenöffnung benutzt. Das Plattenmodell, 25 mm breit und zur 
Erleichterung der Befestigung von trapezförmigem (Querschnitt, wurde parallel zur optischen 
Achse zwischen zwei Spiegelglasscheiben eingebaut Die Windseite des mittleren Platten- 
querschnittes erhielt bei jedem Versuch einen dünnen Anstrich mit Chlorid. Die Aufnahmen 
wurden im dunklen Versuchsraum bei offener Kamera gemacht. Die Belichtung erfolgte mit 
Hilfe einer Funkenstrecke, um durch kleine Belichtungszeiten (Größenordnung 10°* sec) nach 
Möglichkeit noch Einzelheiten der sich schnell abwickelnden Strömungsvorgänge auf den 
Photographien sichtbar zu machen. 
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Abb. 8. Schema der Versuchsanordnung für die Strömungsaufnahmen. 
# Kondensor, D Miise des Gebläses, F = Funkenstrecke, H Hohlspiegel, 
N Kamera, l,.= Linse, M — Modell, O=Vbjektiv. 


l Transformator, " Kontakt, I = Spiegelglasscheiben, 


Auf Grund der Strömungsbilder kann man die Plattenströmung kurz so kennzeichnen: 
Von der Platte gehen stromabwärts Trennungsschichten aus, die sich um so eher, d.h. der 
Platte um so näher, aufrollen und in Wirbel auflösen, je größer R ist. Der Annalıme, daß 
die Verkürzung der Trennungsfläche mit wachsendem R gleichmäßig fortschreitet, steht die 
(noeh zu siehernde) Beobachtung entgegen, daß die auf den Strömungsbildern für A= 820 
und 7°-0900 zu erkennende langgestreekte Trennungsschicht mit zunehmender Windgeschwindig- 
keit fast plötzlich in eine verkürzte Form übergeht. Der Übergang scheint in der Nähe des 
kleinsten e,., d.h. etwa bei RA=1500 zu erfolgen'). Für die nächste Zukunft vorgesehene 
weitere Versuche sollen u. a. hierüber Klarheit schaffen. Ich hoffe, daß es dabei auch gelingt, 
den Dingen von der Seite der Theorie etwas näherzukommen. 


10) Dieses Ergebnis konnte bei Messungen an kleinen Modellen von Gitterträgern wiederholt bestätigt werden 
(vel. die in Fußnote 7 genannte Veröffentlichung). 

11) Es sei erwähnt, daß bei den bekannten Untersuehungen von v. Kärmän und Rubaech über Wirbelstraßen 
hinter Platten und Zylindern die R-Zahlen der Plätten zwischen R 00 und R eo Jagen. Die Widerstandszahl der 
Platten wurde auf Grund der gemessenen Perioden und Teilungen der Wirbelstraßen nach der Kärmänschen Theorie 
ZU Cr 1,6 bereehnet. („Über den Mechanismus des Flüssigkeits- und Luftwiderstandes.“* Phys. Zeitschr. 13, 49, 1912.) 
Daß auf unseren Photographien die Wirbelstraßen nieht mehr erkennbar sind, hängt damit zusammen, daß die Chlorid 
dämpfe sich zu schnell auflösen. 
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Eine Frage, die angesichts der Abb. 6a und 7a vielleicht gestellt wird, sei noch beant- 
ortet: Hat die Trennungsschicht im Bereich ?=8S00 bis 1000 die Gestalt der Kirchhoff: 
hen Trennungsfläche? Die Antwort lautet: nein. Der Abstand zwischen den Trennungs- 
hiehten der wirklichen Strömung ist kleiner als der Abstand zwischen den Kirchhoff- 
hen Trennungsflächen — wie es sein muß, da hinter der Platte Unterdruck herrscht, während 
ie Kircehhoffsche Theorie dort den Druck im Unendlichen ansetzt. Man vergleiche hierzu 
ie Abb. 9'?), 
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Abb. 9 Vergleieh der Kirehhoffschen Trennungsfläche 
mit einer bei R=820 beobachteten Trennungsschicht. 


Zum Schluß habe ich einigen Herren des Göttinger Instituts für tatkräftige Unterstützung 
bei der Durchführung der Versuche zu danken: den Herren Becker und Hennecke für 
ihre Mitwirkung bei den Widerstandsmessungen, Herrn H. Böhme für seine Hilfe bei den 
Strömungsaufnahmen. P 10 


Fine Ergänzung des Prandtlschen Seifenhaut-Gleichnisses 
zur Tl orsion. 
Von Ludwig Föppl in München. 


ach dem seit 1904 bekannten Seifenhaut-Gleichnis von Prandtl läßt sich jede Torsions- 
N aufgabe eines prismatischen Stabes durch einen Versuch mit einer Seifenhaut lösen, die 
man über dem Rand des Stabquerschnittes als Begrenzung der Seifenhaut ausspannt und 
(durch einen einseitigen geringen Überdruck verwölbt. Durch Ausmessung der Neigungs- 
verhältnisse dieser verwölbten Seifenhaut sowie ihrer Ordinaten erhält man die Spannungs- 
verhältnisse sowie den Drillungswiderstand bei der entsprechenden Torsionsaufgabe. Diese 
so gekennzeichnete Lösungsmethode ist auf eine Reihe von Aufgaben angewandt worden'). 
Sie bietet jedoch, namentlich für Hohlquersehnitte?), nieht unerhebliche Schwierigkeiten. 

Es soll nun im folgenden eine Abänderung des Prandtlschen Seifenhaut-Gleichnisses 
angegeben werden, die unter Umständen Vorteile gegenüber den ursprünglichen Gleichnis 
bietet, Um die neue Form des Seifenhaut- Gleichnisses zu entwickeln, erinnern wir an die 
übliche Darstellung’) des alten Gleichnisses. Wird die y-2-Ebene in die Querschnittsebene ge- 

1?) Mein Mitarbeiter, Herr Dr. Lange, hat bei der Auftragung der Abb. 9 festgestellt, daß in Lamb „Lehr 


buch der Hydrodynamik“* bei der Angabe der Koordinaten der Kirehhoffschen Trennungsfläche ein Fehler unter 
aufen ist. Es heißt dort (deutsche Ausgabe, ], Auflage 1907, S. 115, Gl. (10), 2. Auflage 1931, S. 106, Gl. (10)): 


u | 


l eu Te 
Y +4 ‚seco tan 9 log | | s e), . 


kiehtie muß es heißen: 


Y = ‚gsee Ytang® log tang | 4 14 5 Ay. 
Die Wahl der Anströmriehtung als 4-Achse, wie es in Abb. 9 geschehen ist, folgt der Bezeichnungsweise von Lamb. 

I) Siehe z.B. A. A. Griffith n. G.J. Taylor: Engineering 104 (1917), S. 650. — IH. Quest; „Eine experimentelle 
Wösung des Torsionsproblems“, Ing- Arch. Bd. IV/5. Okt. 1933. 

2) Siehe Drang und Zwang, 2. Bd., 2. Aufl., S. 79. 

3) Siehe Drang und Zwang, ?2. Bd., 2. Aufl., S. 97. 
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legt, wobei der Anfangspunkt des Koordinatensystems beliebig gewählt werden kann, = 
können die Spannungskomponenten folgendermaßen mit Hilfe einer Spannungsfunktion 
ausgedrückt werden: 
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Die Spannungsfunktion F muß der Gleichung genügen: 


vr ar 
( ( 

- +7; BU: 2, 2 
0y 02° N 
worin (@ der Schubelastizitätsmodul ist und 9 der dem Verdrehungsmoment proportional: 
Verdrehungswinkel, auf die Längeneinheit des Stabes bezogen. Am Rande des Querschnittes 
nimmt 7 einen konstanten Wert an, den man beim Vollquerschnitt gleich Null setzen kann 


Mit der so gekennzeichneten Torsionsaufgabe eines prismatischen Stabes vergleichen 
wir die Gleichgewiehtsbedingungen einer Seifenhaut, die über der Randkurve des Stabes als 
Begrenzungslinie ausgespannt wird und durch einen einseitigen, geringen Überdruck p eine 
schwache Verwölbung erhält. Wird mit s die überall gleiche Spannung in der Seifenhaut 
und werden mit « die Ordinaten der Seifenhaut bezeichnet, so folgt aus dem Gleichgewicht 
am Element der Seifenhaut die Differentialgleichung | 

"u "u p 


Tr = 3). 
Oo? 02° s (3) 
Diese Differentialgleiehung läßt sich in Gl. (2) überführen, wenn man unter Verwendung eines 
Maßstabfaktors % setzt 


IR 5 a A ee 


wobei sich der Überdruck p berechnet aus 


) 
2:2 PD: A EN © 
N 
Auf der Übereinstimmung der Differentialgleichungen (2) und (3) mit ihren Randbedingungen 
beruht das Prandtlsche Seifenhaut-Gleichnis. 


Die Abänderung dieses Gleichnisses, die hier erörtert werden soll, beruht auf dem 
Grundgedanken, die Schubspannungen an jeder Stelle des Querschnittes in zwei Komponenten 


r, und 7, zu zerlegen: 


BE he re 


wobei der Haken über dem Buchstaben den Vektorcharakter der Spannungen zum Aus- 
druck bringen soll, so daß Gl. (6) eine vektorielle Zerlegung bedeutet. Dabei soll 7, die vom 
Kreisquerschnitt her bekannte lineare Verteilung sein, die, wenn sie allein möglich wäre, den 
(Juerschnitt eben lassen würde. Die Spannungsverteilung 7, widerspricht aber der Bedingung 
am Rande des Querschnittes, wo überall die Spannungen 7 tangential zum Rand verlaufen 
müssen. Wegen dieser Randbedingung ist die Spannungsverteilung r, hinzuzufügen, die 
zusammen mit 7, die richtige Randbedingung liefert. Von ihr rührt die Verwölbung des 
(Juerschnittes her. 


Die Spaltung der Schubspannungen, in Koordinaten geschrieben, ergibt: 


I] 
N <= 


Ty=T,y+tTy; Dante ı na eh 


Entsprechend zerlegen wir die Spannungsfunktion 


Fur .: 5: 0 rer (S), 

wobeı 

; oF, i oF, (9a) 

u” 02 : 9oy 
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”, ist das folgende partikuläre Integral der Gl. (2) 


ee 9, 
F, -—(y’ +2): a N  _° 
woraus die Spannungsverteilung der r, folgt zu: 
\F \F 
( 1 EZ ( 1 | 
T 49-8 7, = (+1 ev ern 
1% zz , 12 Rh) y Y ( ) 


Ks bleibt also nur noch die Spannungsverteilung r, zu finden, die mit der Spannungsfunktion F, 
dureh die Gl. (9b) zusammenhängt, während F, der Differentialgleichung 
PER dl 


ee u Et, 


0% 02° 


renügt. Die Randbedingung für F, folgt aus der Randbedingung für F. Nehmen wir einen 
Vollquersehnitt mit nur einem Rand an, so kann man für ihn Fran = 0 setzen: entsprechend 
erhält man für jeden Randpunkt die folgende Bedingung für F',: 
(FU 
(Folratı = (FlRand | 24 Rand: ae Em = NE 

Der Vergleich der Differentialgleichung (12) für F, mit der Gl. (3) für die Seifenhaut 
zeigt, daß F, proportional den Ordinaten « einer Seifenhaut ist, die ohne einseitigen Über- 
druck (p=0) über eine räumliche Berandungskurve ausgespannt wird, deren Ordinaten über 
dem @Querschnittsrand sich aus Gl. (13) ergeben. 

Damit ist grundsätzlich der Weg zur praktischen Verwendung des Seifenhaut-Gleichnisses 
in dieser Form vorgezeichnet, wenigstens, wenn es sich um einen Vollquersehnitt mit nur 
einer Randlinie handelt. Die Wahl des Anfangspunktes des y-z-Koordinatensystems ım 
(Juerschnitt ist für das Resultat vom Standpunkt der Theorie aus gleichgültig. Bei anderem 
Anfangspunkt ändern sich die beiden Komponenten r, und r, so, daß ihre Resultierende 7 
dadureh nicht geändert wird. Es kann daher die Auswahl des Koordinatenanfangspunktes 
aus praktischen Erwägungen bei der Ausführung des Versuches erfolgen. 

Wir wollen uns nun überlegen, wie das neue Seifenhaut-Gleichnis für einen Hohl- 
querschnitt angewandt werden kann. Wir denken uns einen Querschnitt mit nur einer 
Öffnung und nehmen an, daß längs der äußeren Randkurve F= F,+F, den Wert Null hat, 
während längs des inneren Randes F einen konstanten Wert € besitzen soll. Daraus folgt 
F, längs des äußeren Randes nach Gl. (13), während für den inneren Rand zu den Werten 
nach Gl. (13) noch die Konstante € hinzutritt, die vorläufig noch unbestimmt ist. Dies 
bedeutet, daß die über der inneren Berandung des Querschnittes nach Gl. (13) aufgetragenen 
Ordinaten alle um den konstanten Wert € zu erhöhen sind oder anders ausgedrückt, daß der 
innere Rand gegenüber dem äußeren um eine gewisse Höhe € zu heben ist und daß dann 
erst die Ordinaten nach Gl. (13) anzubringen sind. 

Um diesen Höhenunterschied € zwischen den Niveauebenen der äußeren und inneren 
Begrenzung des Hohlquerschnittes zu bestimmen, kann man den Satz von Stokes') anwenden. 
Darnach gilt 

$i-ds=2G9-8S. alten: Aa an an in 
Auf der linken Seite des Gleichheitszeichens steht das Linienintegral über das innere Produkt 
aus Schubspannung 7 und Linienelement ds, genommen über einem im Inneren des (Quer- 
schnittes verlaufenden geschlossenen Weg, der beim Hohlquersehnitt auch die Höhlung mit- 
umfassen kann. Auf der rechten Seite steht, mit dem Faktor 2@G 9 versehen, der vom 
veschlossenen Weg begrenzte Flächeninhalt S. Wir bereehnen das Integral über die Spannungen 
getrennt für die beiden Spannungsanteile 7, und r,. Es ıst dann 


Ppr,ds=dler,„dy+tr.de)=G9:.-Pl(zdy-ydaı). 
Dieses letztere Integral läßt sich umformen. Führt man Polarkoordinaten r,y ein: 
y-rcosy, zZ=ersiny, 


so daß dy=dr-cosy —dy-rsing; dae=drsing-+dy-rcosgp, erhält man zdy—ydz 
vr?’ d r. 


4), Siehe Drang und Zwang, ?. Bd., 2. Aufl., S. 69. 
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Setzt man diesen letzteren Wert ins Integral ein. so sieht man, daß das über den 
geschlossenen Weg erstreckte Integral den Wert 2S annimmt, d.h. den doppelten Inhalt der 
vom Weg umschlossenen Fläche 8. Damit dieser Wert positiv wird, muß die Integration im 
Sınne des Uhrzeigers erfolgen. Es gilt alsdann 


DERBISSEITDGRT N 0, ae zT BR 


Durch Vergleich mit Gl. (14) folgt für die zweite Schubspannungsverteilung r,: 


WE ee ar 
wofür man auch 
OF, 
Pr,,ds=0 oder er 30 
’ EA a .. ; 
schreiben kann, wenn \ _ die Ableitung von F, in Richtung senkrecht zum Wegelement 
eo . 


bedeutet. Diese Integralbedingung muß für jeden geschlossenen Weg im Querschnitt erfüllt 
sein, also auch für die innere oder äußere Begrenzung des Querschnittes. Für einen dieser 
beiden wird man sie im allgemeinen anwenden und dabei feststellen, für welchen Höhen- 
unterschied © zwischen den Niveauebenen der inneren und äußeren Begrenzung des Hohl- 
uerschnittes diese Bedingung erfüllt ist. Wie die weiter unten zu erwähnenden Doktor- 
arbeiten meiner Mitarbeiter gezeigt haben, bekommt man diesen Wert Ü nach zwei, höchstens 
drei Vorversuchen auf Grund der Integralbedingung (16) mit aller wünschenswerten Genauigkeit. 


Bevor diese Versuchsarbeiten besprochen werden, sei auf den Zusammenhang zwischen 
der Funktion F, und der Verwölbung £ des Querschnittes hingewiesen. Zu diesem Zweck 
schreiben wir die Ausdrücke für die Schubspannungskomponenten r, und r. an, wie sie nach 
der St. Venantschen Theorie mit Hilfe der Verwölbungsfunktion & (y. 2) gewonnen werden’): 


6 0E | 
ru=G -(rV)-2. E (i 7 25 Be ; ; ; ° 
ni Oy 02 J 
Der Vergleich mit den Gl. (11) und (9b) ergibt 
W- yF 2 a 8 
0 of, 0E _ 0OM 
f; (i = T, (i - (18). 
o7] 02 ag 02 7; | 


F, und @.£ sind demnach konjugierte Funktionen einer komplexen analytischen Funktion 


F,+i-(@&. Die Kurven der Schar F,= eonst stehen also überall senkrecht zu den Kurven 
der Schar der Höhenlinien £== const für den verwölbten Querschnitt. 


Auf Grund des oben gekennzeichneten Gleichnisses haben meine Mitarbeiter Dipl.-Ing. 
Adolf Thiel und Dipl.-Ing. Fritz Engelmann für verschiedene Quersehnitte die Torsions- 
aufgabe und damit die Spannungsverteilung experimentell bestimmt. Sie haben die Brauch- 
barkeit des Verfahrens bewiesen und gezeigt, daß das alte Prandtlsche Gleichnis in dieser 
neuen Fassung neue Möglichkeiten eröffnet. Als Besonderheit der beiden Arbeiten meiner 
Mitarbeiter sei noch darauf hingewiesen, daß wir die Ausmessung der Seifenhaut auf photo- 
erammetrischem Wege durchgeführt haben. Wir haben die Seifenhaut, nachdem wir sie mit 
einem feinen Pulver leicht bestäubt haben, um sie punktweise festzulegen, stereoskopisch 
photographiert und diese Photographien mit Hilfe eines Stereoplanigraphen ausgemessen. Die 
Genauigkeit dieses Verfahrens ist überraschend. Im einzelnen sei auf die als Dissertationen 
erscheinenden Arbeiten verwiesen. 


Ks ist selbstverständlich, daß sich die Seifenhaut auch zur experimentellen Lösung 
anderer Aufgaben eienet: nämlich zu allen Aufgaben, die durch die erste oder zweite Rand- 
wertaufgeabe der Potentialtheorie charakterisiert sind. In diesem Zusammenhang wird auf 
eine kürzlich erschienene Arbeit von W. Bauersfeld*) hingewiesen, in der hauptsächlich 
auf die Anwendung des Seifenhautgleichnisses zur Lösung von ebenen Strömungsaufgaben 
aufmerksam gemacht wird. P 13 


5) Siehe Drang und Zwang, ?. Bd., 2. Aufl., S. 4. 
') W. Bauersfeld VDI: „Über eine Erweiterung des Prandtlschen Membrangleichnisses“, Ingenieur-Archiv, 
Bd. V (1034), S. 69, 
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Graphische Berechnung der Bewegungsvorgänge einer 
zweigliedrigen Schwingungsanordnung mit Reibung. 


Von 0. Föppl VDI, Braunschweig, Wöhler-Institut. 


an beseitigt in der Praxis vielfach störende Schwingungen durch Aufsetzen von 
M Schwingungsdämpfern, die durch innere Reibung die hineingeleitete Schwingungsenergie 
in Wärme umsetzen. Anordnungen dieser Art werden vor allem bei den Kurbelwellen von 
Verbrennungskraftmaschinen angewendet, die im Betrieb bei bestimmten Drehzahlen (kritische 
Drehzanlen) Impulse im Tempo der Eigenschwingungszahl der Kurbelwelle erhalten. Die 
Gefahr, die mit diesen kritischen Drehzahlen verbunden ist, kann dadurch beseitigt werden, 
daß man auf das Ende der Kurbelwelle einen möglichst auf die gleiche Eigenschwingungszahl 
abgestimmten Dämpfer setzt, durch den die innere Dämpfung der Kurbelwelle gerade bei den 
kritischen Drehzahlen erhöht wird. Die gleichen Erscheinungen treten auch bei Träger- 
konstruktionen (z. B. bei Schiffsmasten, Fernleitungsmasten, den Traeflügeln von Flug- 
zeugen usw.) auf. Auch in diesen Fällen kann man durch Verwendung von Resonanzdämpfern 
ie Schwingungsausschläge wesentlich vermindern und die Bruchgefahr beseitigen. 


1. Aufstellung der Gleichungen. Die einfachste Anordnung, bei der man Schwingungs- 
ausschläge mit Hilfe eines Dämpfers verringern kann, ist durch Abb. 1 gegeben. kine Zug- 
druckfeder von der Länge I, ist an ihrem linken Ende festgehalten. Sıe trägt am rechten 
Ende die Masse m,. An der Masse m, greift eine periodische Kraft ?=P,-sinnt an, durelı 
die die Anordnung 1, ın, in Schwingungen versetzt wird. Die Schwingungsausschläge von 
m, sind besonders groß, wenn die Kraft annähernd in der Eigenperiode v, der Schwingungs- 
anordnung 1, m, auftritt. Zum Zwecke der Dämpfung dieser Schwingungen ist an der An- 
ordnung 1, m, eine zweite Schwingungsanordnung |, m, angebracht, die etwa durch Reibung 
bei der Relativbewegung zwischen m, und m, Schwingungsenergie in Wärme umsetzt. Wir 
nehmen an, die Reibung R sei verhältnisgleich der Relativgeschwindigkeit: 


Bu 


= 


(1), 
wobei der Ausschlag der beiden Massen mit &, bzw. &, bezeichnet ist. Für die Bewegung 
der Massen m, und m, unter der Einwirkung der Kräfte können die beiden Differential- 
eleichungen angeschrieben werden 


d?E, BL; En n ‚d(8, €) A ’ 
Met 1177, (&,—E)—k lt 0: u 

d? (£, &,) | a, | m " z .d(8, &,) m 
m, IR rm oe tT (&,—£&,)—A IR ee  : } 


Uns interessiert der Beharrungszustand, der bei einem bestimmten Reibungsbeiwert k% und 
einer bestimmten Erregerkraft P, von der Frequenz n erhalten wird. Wir setzen 
P=P,.sinnt+P„cosnt; &=&uSinnt+i„ncosnt; ,—&=Lsinnt.. . . (4). 


Statt der beiden Ausschläge &, und &, haben wir die Ausschläge &, und Ü=£, — £, eingeführt. 
Die Komponenten von &, und P, die gleiehphasig mit © sind, haben wir mit &, bzw. P, und 
die senkrecht dazu liegenden Komponenten mit &,, bzw. P, bezeichnet. Die weiter angehängten 
Indizes O0 deuten auf Größtwerte hin. Es ist 

20 


® . Co P} Co ® 2 e - 
m, 7?) sin nt- IM m?) cos nt—-L, n sın nt knö,ecosyt=-P,,sinnt+P,-cosnt (5), 


1 / 1. 
Co 5% . u. . u 
| nn?) S,sinnt— m,n’&,u, sınyt—m,n’&ncosnt—kniö,cosnt=0 . . . (6). 


Die Auflösung der Differentialgleichungen nach Art von Gl. (5) und (6) ist von Bock'), 
Hahnkamm?) und Geislinger?) analytisch durchgeführt worden. Man erhält verhältnis- 
mäßig umständliche Resonanzfunktionen, durch die zwar die Aufgabe grundsätzlich gelöst ist, 
die aber keinen Überblick über die Abhängigkeit der Schwingungsausschläge von den 
einzelnen Größen geben. 

I), Boek: ZAMM 1932, S. 261. 


°®, EB. Hahnkamm: Ingenieur-Archiv 1935, S. 192. 
3) J,. Geislinger: Ingenieur-Archiv 1934, S. 146. 
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2, Graphische Lösung für den Beharrungszustand. Im nachfolgenden wird die gleiche 


E . e.. ’ \ . C, n i 
Aufgabe graphisch gelöst. Die Rückführkraft der Feder 1 sei e, 1: die der Feder 2 sei 
1 


Ü . . . » pr . . 
gleich 0,= 7; der Reibungsbeiwert k sei ebenfalls bekannt. Für diese Anordnung sollen bei 


; die Beharrungszustände wiedergegeben werden. Die beiden 
(Gl. (5) und (6) können, da die Größen P,, &£, und £, in jedem Glied in der ersten Potenz 
auftreten, mit einem beliebigen Faktor multipliziert werden. Bei der graphischen Lösung 
bekommen wir also nur Verhältniswerte, oder wir können durch Angabe des Maßstabes er- 
reichen, daß ein bestimmter Wert gleich der Einheit wird. Man kann also etwa den 
Maßstab der nachfolgenden graphischen Darstellung so wählen, daß die erregende Kraft 
gleich I kg wird, oder was in vielen Fällen besser den Bedürfnissen der Praxis entspricht, 
daß der Größtausschlag £,, an der Erregerstelle gleich der Längeneinheit ist. 


beliebiger Erregerfrequenz 7 


Um die Aufgabe zu vereinfachen, trennen wir von m, einen Teil m, — m,’ ab, der mit 
der Feder I, zusammen Eigenschwingungen von der gegebenen Periode „ ausführt. Im 
Beharrungszustand braucht die Teilanordnung I, (m, -- m,’) für beliebige Ausschläge mit der 
Frequenz 7 keine zusätzliche Kraft, so daß die Bewegung die gleiche sein wird, wenn wir 
die periodische Kraft P an der Anordnung nach Abb. 2 (statt an Abb. 1) angreifen lassen. 











R 
N 
' ) eın nf? y a ? 
+ 71 7, - I: R, u— —— un 
[9 m 

| ni i Bin LER Kae M, 

7 5 7 4 Pr ws Pr 
Ri: ? g, ZT ng 
rr APi4.2 €, &; 
Abb. 1. Schwingungsanordnung. Abb. 2. Vereinfachte Schwingungsanordnung. 


Die Betrachtung gilt für beliebige Erregerzahlen, also auch dann, wenn » kleiner ist 
als die Eigenschwingungszahl der Teilanordnung I, m,. In diesem Fall wird die Masse 
(m, - m,'), die mit der Feder 1, die Eigenfrequenz » hat, größer sein als ım,, oder die linke 
Masse m,’ in Abb. 2 erhält einen negativen Wert. Das Zusammenwirken von negativen 
Massen mit Federn ist schon an anderer Stelle behandelt worden’). Für die nachfolgende 
Bereehnung ist eine negative Masse m,’ als eine solche anzusehen, die die auf m, einwirkende 
Federkraft e, durch Vergrößerung der wirksamen Länge !, vermindert. Eine positive Masse m,’ 
ist eine solche, die die auf m, wirkende Federkraft e, steigert. 

Es ist für die Betrachtung gleichgültig, ob die erregende Kraft P an der Masse m, 
oder an m, angreift. Ebenso könnte natürlich auch an m, eine weitere Feder e, angreifen, 
die einen Teil der Masse m, bei der Schwingung mit der Erregung wegnimmt. Wenn P an 
m, angreift, können wir für m, das Kräftediagramm aufzeichnen (Abb. 3), das der Gl. (6) 
entspricht. Wır sehen insbesondere, daß zu dem angenommenen Wert £, sofort die in Riehtung 


senkreeht zu £, fallende Komponente £,,, angegeben werden kann: 


nu _ 
120 


. ; er a 5 


kn 
110 


ls ist damit Größe und Richtung von £,, festgelegt. Wir können nun die Vektoren in 
Abb. 4, die sich auf die Bewegung der Masse m, bezieht, so eintragen, daß Gl. (5) befriedigt 
wird. Wir sehen, daß wir graphisch die zu einer beliebigen Erregerfrequenz n gehörigen 
Kraft- und Ausschlaggrößen von m, und m, und die zugehörigen Phasenversetzungswinkel 


ermitteln können. Abb. >53 und #4 beziehen sich auf die Schwingung ersten Grades mit negativer 
während Abb. 5 und 6 für die Schwingung zweiten Grades gilt, bei der die 


Masse m’, 


Vektoren m,'n?&,, und m,n?&,, gleichen Riehtungssinn haben. 
Wenn der Reibungsbeiwert % Null wird, dann schrumpfen die Kräftediagramme in den 


Abb. 3 bis 6 in je eine Gerade zusammen. 


.)*) 


4, 0). Föppl: Grundzüge der technischen Schwingungslehre, 2. Aufl. 1931, S. 22. 
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Wir wollen ferner annehmen, daß k unendlich groß sei. Wir denken uns zu diesem 
Zweck alle übrigen Größen, insbesondere auch die Erregerzahl 7 ungeändert und nehmen den 
Relativausschlag £, gleich der Einheit an. Durch das Anwachsen von k wird die horizontale 
Komponente in Abb. 3 immer größer. Es wächst infolgedessen £,,,, während £,, einen un- 
veränderten Wert hat. Der resultierende Vektor &,, steht also mit unendlich großem k senk- 
recht auf £,, wobei Z£, verschwindend klein gegen &, ist. Die Kraft P, in Abb. 4 steht 
infolgedessen ebenfalls senkrecht auf Z,, oder sie ist mit £,, gleichgerichtet. P, ist die Kraft, 
die zur Erzwingung der Bewegung mit der Frequenz n bei starrer Kopplung zwischen m, 
und m, ausgeübt werden muß. 
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Abb. 3 und 4. Umlaufende Kräftediagramme Abb. 5 und 6. Umlaufende Kräftediagramme 
” . F / Co Dai . . ; R n = Co 
fiir die Masse ms bzw. m,, wobei "<| N \ fiir die Masse ma bzw. m,, wobei 7 > j 
Pr Mo e  IHllo 


3. Günstigster Wert für die Reibung. Endlich interessiert die Frage, wie groß k sein 
muß, damit die im Dämpfer I, m, umgesetzte Energie bei gegebenem Ausschlag &, ein 
Maximum wird. Um diese Aufgabe zu lösen, denken wir uns zuerst £, als konstant gegeben 
und suchen die zu den verschiedenen Reibungsbeiwerten k zugehörigen Werte von &,,. In 
Abb. 3 wächst &,,, mit k an, während die Komponente £,,, In lotrechter Richtung unabhängig 
von k sind. Die im Dämpfer je Schwingung umgesetzte Energie A, ist = mal Größtkraft 
mal Größtweg, also: 
ee ee a 
Es ist ferner: 


El ut Ein Euer trel<-) ..... 0.0.0. 


Durch £,, wird der Maßstab der Abb. 3 festgelegt. Mit der Veränderung des Maßstabes 
ändert sich aber die zugeführte Energie A, quadratisch, da £, in der Gl. (9) im Quadrat 
auftritt. Die zugeführte von % abhängige Energie bei konstantem Z£, bezeichnen wir 
mit A’. Es ıst: 
ak E* 


u tere a 


’ 
A, i 
>10 


wobei e die Größe des Ausschlags £,, ist, auf die wir die Betrachtung beziehen. Die um- 
vesetzte Energie A,’ wird nach Gl. (10) und (11) ein Maximum, wenn &,5, = & Ist. Das ist 
aber dann der Fall, wenn der Ausschlag &£, um 45 oder 135° dem Relativausschlag Z, 
vorauseilt?). 

Wir denken uns ferner alle übrigen Werte konstant und nur m, geändert. Wir nehmen 
dabei an, daß der Reibungsbeiwert k seinen günstigsten Wert haben möge, so daß &, um 


15° gegen £, verschoben ist. Das Kräftediagramm in Abb. 3 wird durch die Veränderung 


. . . . + & € . » 
von m, nicht betroffen. Im Diagramm Abb. 4 bleiben die Vektoren kn£, und z -£, ebenfalls 


ungeändert, während die Länge des Vektors m,n?£&,, verhältnisgleich mit m, anwächst (Abb. 4). 
Von den verschiedenen Bildern in Abb. 4 oder 6 ist dasjenige ausgezeichnet, bei dem die 
Kraft P, senkrecht auf &,, steht. Diesen ausgezeichneten Fall wollen wir mit „Resonanzfall“ 
bezeichnen. Die umgesetzte Energie ist bei gegebenen 7 und k unabhängig von der Größe 
von m,. Der Resonanzfall ist dadurch vor den übrigen Fällen mit verschiedenem m, aus- 
gezeichnet, daß bei ihm die erregende Kraft P, ein Minimum wird. 


5) O0. Föppl: ZAMM 192, S. 259 
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Für jede Erregerfrequenz kann man denjenigen Reibungsbeiwert k, angeben, bei dem 
die Energieumsetzung im Dämpfer einen Größtwert hat. Es ist: 


I; - m, ur Fo VO Er en, ° 


In Abb. 9 ıst dieser günstigste Reibungswert k, in Abhängigkeit von 7 aufgetragen. 


Hahnkamm*) hat den günstigsten Wert für die Reibung so bestimmt, daß der ver- 
P, 
kleinsten Wert hat. Das ist dann berechtigt, wenn keine innere Reibung im System TI, m, 
auftritt, wie es bei der Aufstellung der Gl. (5) und (6) vorausgesetzt ist. In den Fällen der 
Praxis wird aber stets im System 1, m, eine Reibung vorhanden sein (z. B. Werkstoffdämpfung 
in der Feder 1,). Es ist dann der Dämpfer der günstigste, der an der gefährlichsten Stelle 
möglichst viel Schwingungsenergie zusätzlich zur Eigenreibung im System in Wärme umsetzt, 
so daß in der Regel (z. B. bei Resonanzschwingungsdämpfern für Kurbelwellen) die hier auf- 
gestellte Bedingung für den Optimumswert die einwandfreiste sein wird. 

Für die Fälle der Praxis stört es, daß zu jeder Erregerfrequenz 7 nach Gl. (12) ein 
anderer günstigster Reibungsbeiwert k, zugehört. Um in jedem Falle eine günstigste Wirkung 
des Dämpfers herauszuholen, müßte man also den Reibungsbeiwert k, der jeweiligen Erreger- 
[requenz 7) anpassen. Das wäre bei Resonanzdämpfern möglich, die nach Art einer Ölpumpe 
wirken, indem man die Drosselung in der Ölleitung entsprechend der Erregerfrequenz ändert. 
Grundsätzlich ausgeschlossen ist aber die Veränderung der Reibung bei Resonanzdämpfern, 
die die Energie durch Werkstofflämpfung umsetzen. In der Regel wird man deshalb den 
Kkeibungsbeiwert % unabhängig von 7 ein für allemal möglichst günstig wählen müssen. 

In Abb. 7 und S sind die Kräftediagramme für die Masse m, bei den Schwingungen 
ersten und zweiten Grades wiedergegeben unter der Annahme, daß k seinen günstigsten 
Wert k, hat, oder &, um 45° bzw. 135° gegen £, verschoben ist. Für diesen Fall erhält 


>10 


hältnısmäßige Größtausschlage an der uneünstigsten Stelle, d. h. bei Resonanzerregung, den 


.) 


man nach Abb. 3: 











S m,n” 
. c Ba ° -10 2 / +.) 
=0* 110 6 *® ») ( (13) 
] —_ 0 ” 
] ,, 7 
n 
7] Jen. EEE 
—_—— 
30° 
> £ 
> 
> 
a 
D 4 
N 
APIH TR 
(9 
0’ \ 
Ns 
>? 
Abb. 7 und 8. Umlaufendes Kräftediagramm für die Masse mı 
pr 
mit günstigster Reibung ko; n< bzw. > Be 
lo Mio 
Zur Abkürzung ist in Abb. 7 und S gesetzt: 
Cu, Di Co 7" 
( m,” | Be: | Sr . (14), 
/ ] ı ] | ;) 
N N N 
cm," e - 
" ] R) .) ) (15), 
(C, ‚m,n)y = 1, | 3 ur > 
2\ 7? 


HlHahnkamm !l. e. 
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1,1” 
s v? (16), 
P 
0 _ 
f A A £ . . j j r : z . i e ’ . » . j . (1 ‘ ), 
„10 


wobei die Dimension von jeder der Größen kg/em ist. », ist die Eigenschwingungszahl von 


I m,, v, die von I, m,. Abb.7 gilt für Erregerfrequenzen n unterhalb v,, Abb. Ss für solche, 


Br R C 
die rascher sind als v,. Die beiden Winkel von 45 und 90° und der Abstand 0’0 m bleiben 
1 


in den beiden Diagrammen für alle Werte »; ungeändert. Es ändern sich mit 7 nur die Werte 
7, r, s, die man mit Hilfe der Gl. (14) bis (16) berechnen kann. 


\ 
L, 
p k, 
f 1} 
| 
| 
£ 
BET) 
R 
1} 





























V, — - 7 AP 1 y ze -7 


5 . a } . ö >10 n } r i 
2 und ko in Abhängigkeit von der Erreger Abb. 10. Po als Funktion von n bei konstanter Reibung \. 


Abbh.9. 


frequenz n bei günstigster Reibung. 
\Ausgezeichneter Punkt bei der Erregerfrequenz 


7 ee mit ku n). 
Aus dem Diagramm folgt der Wert t, dessen reziproker Wert in Abb. 9 in Abhängigkeit 
von n eingetragen ist. Es ist dabei die Anordnung zugrunde gelegt worden, die dureh Abb. 6 
des Beispiels im Ingenieur-Archiv’) wiedergegeben ist. Es ist also I, =1, 1, = 101,1, m, = 100 


Ds 


und m, 1 gewählt worden. Man sieht aus Abb. 9, daß bei dieser Anordnung D für die 
0 


Schwingung ersten Grades etwas größer wird als für die Schwingung zweiten Grades. Wenn 
man beide Resonanzspitzen gleich hoch haben will, muß man !, etwas kleiner oder m, etwas 
größer machen, als im Beispiel angegeben ist. 

Bei dieser Schwingungsanordnung liegt die gefährlichste Erregerzahl bei der Schwingung 
ersten Grades. Der zugehörige günstigste Reibungsbeiwert k, hat nach Abb. 9 an dieser 
Stelle einen bestimmten Wert. Mit diesem konstanten Wert k ist in Abb. 10 eine neue Resonanz- 
kurve wiedergegeben worden, die im Resonanzpunkt der Schwingung ersten Grades den gleichen 


Wert für pP; an den übrigen Stellen aber etwas andere Werte als in Abb. 9 hat. 
0 


4. Beziehung zwischen Schwingungsdauer und reduzierter Federlänge. Wir betrachten die 
Anordnung I, m, der Abb. 1 als einen Dämpfer, der auf die Schwingungsanordnung !, m, auf- 
gesetzt ist. Bei der zusammengesetzten Schwingungsanordnung treten zwei Eigenschwingungs- 
zahlen auf, die beide im allgemeinen gleich gefährlich sind. Die die Schwingungen anfachende 
äußere Kraft P hat eine bestimmte Größe. Es soll vermieden werden, daß bei irgendeiner 


"), ©. Föppl: Ingenieur-Archiv 1931, S. 349. 
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Eirregerfrequenz ı) besonders große Schwingungsausschläge auftreten. Zu diesem Zweck muß 
der Dämpfer so berechnet sein, daß bei einem bestimmten Ausschlag £&, im ungünstigsten 
Falle, d.h. bei Erregung im Tempo der Eigenschwingungszahl, möglichst viel Schwingungs- 
energie im Dämpfer umgesetzt wird. Im vorausgehenden ist angegeben, wie groß der 
Reibungsbeiwert k im günstigsten Falle gemacht werden muß. Es soll nun noch angegeben 
werden, wie der Dämpfer I, m, selbst auf die Schwingungsanordnung 1, m, abgestimmt werden 
muß, damit möglichst viel Energie in ihm bei gegebenem Ausschlag £,, vernichtet wird. 

Die im Dämpfer umgesetzte Energie ist bei gegebenem Reibungsbeiwert % verhältnis- 
gleich £,?. Da die Schwingungen ersten und zweiten Grades gleich gefährlich sind, muß man 
den Dämpfer so abstimmen, daß £, für beide Schwingungsgrade gleich groß wird. Wir zer- 
legen die Schwingungsanordnung nach Abb. 1 in bekannter Weise*®) in eingliedrige Schwin- 
gungsanordnungen, indem wir m, zerlegen in m,, und m,, und /, in /,, und l,. Wir er- 
halten dann drei eingliedrige Schwingungsanordnungen mit gleicher Eigenschwingungszahl: 


l, (m, — m.) =1,, m ee ae ie FE 


Daraus folgt 


| Lı, +1, u (4, —l,+1l, u) 
| 2 1 1 2 1, ( 
BE r + WE. ve. ie Del 
Mu, Er 
für ist zı eingesetzt worden. Die Schwingungen ersten und zweiten Grades sind dadurch 
m, F = 


voneinander verschieden, daß im ersten Fall der Schwingungsknotenpunkt für die Teil- 
schwingung mit », links von »n,, im zweiten Fall zwischen m, und m, liegt (Abb. I). Wenn 
wir ein reibungsfreies System voraussetzen, so ist die Relativgeschwindigkeit £, Im ersten 
Fall gleich &,,—+ £&, und im zweiten Fall &,,— &.. Es ıst: 


ee ee 
oder 


Bi: iu ic 


21 P- 21 


(dus ! Ba) tür [F,. + | 


.. bi 21 

Die Bedingung, daß £, bei gegebenem Wert &,, für die Schwingung ersten und zweiten 

Grades gleich sein soll, ist nach Gl. (18) und (20) dann erfüllt, wenn !,, für beide Eigen- 

schwingungen gleichen Wert hat. Das eine Mal liegt !,, links von m,. d.h. es ist negativ, 
(das andere Mal liegt es rechts, oder es ist positiv. 


Aus Gl. (19) folgt, daß dann die Absolutwerte für /,, gleich sind, wenn 


Di rear 


oder 


Für die Eigenschwingungsdauer T, dieses besonders abgestimmten Dämpfers folgt also 


RT ru Oele on Pi 
Co 


Bei der Schwingungsdauer 7, ist unter dem Wurzelzeichen statt des positiven ein negatives 
Vorzeichen zu setzen, es ist also 


IT? 4,+vil, 1-+vl:l, T _ 
en - 3 Zu — x |] t ch r : : - : : 2) 
> Ln-yll, 1 pl: , Ba Ss 
nel 
l T, 
aan iL. 2: 3 3 8 Ra a na 5 + 


In 61. (25) und (26) ist die vereinfachende Annahme gemacht worden, daß die Masse des 
Schwingungsdämpfers viel geringer ist als die Masse ın, und infolgedessen I, groß ist gegen 
/, (im praktischen Fall vielleicht 300 mal so groß). Die Gl. (26) kann mit Vorteil dann ver- 
wendet werden, wenn z. B. die reduzierte Länge der Schwingungsanordnung !, m, nicht be- 
kannt ist. Die Schwingungsdauern T, und T, können aus den Torsiogrammen entnommen 
werden: mit Hilfe von Gl. (26) kann man die reduzierte Länge 1, berechnen. P 14 


‘S, 0, Föppl: Grundzüge der Technischen Schwingungslehre, 1931. 
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Die kritischen Drehzahlen der Kolbenmotoren. 
Von R. Grammel in Stuttgart. 


1. Einleitung. Das alte Problem der Drelisehwingungen einer mit Einzelmassen besetzten, 


sonst aber masselosen Welle ist neuerdings namentlich im Hinbliek auf die Flugmotoren, 
aber auch auf die sonstigen Brennkraftmaschinen von zwei Seiten wieder aufgegriffen 


worden. Einerseits hat E. Trefftz') den Einfluß der veränderlichen Rotationsträgheit der 
(etriebemassen untersucht: andererseits habe ich die klassische Theorie erster Ordnung (die 
die veränderlichen Drehmassen durch ihre Mittelwerte ersetzt) in der Methode der Frequenz: 
funktionen’) standardisiert, d.h. für alle wichtigen Maschinentypen auf Funktionentafeln für 
Frequenzen und Amplituden zurückgeführt. Leider läßt sich für die Theorie zweiter Ordnung 
von Trefftz diese Standardisierung, die auch dort mühsame Rechnungen ersparen würde, 
bis jetzt nicht nutzbar machen, da die exakten Gleichungen eine Theorie erster Ordnung 
liefern, die sich von der klassischen Theorie erster Ordnung unterscheidet: statt des mittleren 
Trägheitsmoments jeder einzelnen Getriebemasse für sich treten die Mittelwerte aus den 
reziproken Quadratwurzeln der Produkte der Trägheitsmomente je zweier Getriebemassen auf, 
und damit wird eine Koeffizientenbedingung aufgehoben, die für die klassısche Theorie und 
also auch für die Methode der Frequenzfunktionen wesentlich war. 

Ich will hier nun zeigen, daß die klassische Theorie erster Ordnung wenigstens für 
raschlaufende Maschinen doch zu retten ist, so daß sich auch von ihr aus der Anschluß an 
die Methode von Trefftz gewinnen läßt (Ziff. 2 und 3). Die allgemeine Lösung beliebiger 
Ordnung führt dann sofort auf zwei unendliche Determinanten, in welchen auch die Trefftzsche 
lösung als Sonderfall enthalten ist (Ziff. 4 bis 6). 


2. Die exakten Schwingungsgleichungen. Die Maschine bestehe aus » Wellenstücken und 
»n--1 „Elementen“ (mit den Zeigern 0,1,2..n), nämlich Kurbelgetrieben und Zusatzdreh- 
massen (Propeller, Kupplung, Schwungrad, Dynamorotor usw.). Der Drehwinkel y;" des 
-ten Elementes (bei den Kurbelgetrieben von der Totlage aus gerechnet) und das am A-ten 
Klement angreifende äußere Drehmoment Wi," kann man zerlegen ın 


eaeaarrnten ei . : rs. ih 


dabei ist Ö, der konstruktive Kurbelversetzungswinkel, 77, der ebenfalls bekannte statische 
Drilluneswinkel der Welle infolge der stationären Mittelwerte WM; , ferner D;,, die Schwankung 
des Drehmoments M;*, endlich y,; der nach Abzug von (9; —+ 2.) übrigbleibende eigentliche 
Drehwinkel (stationäre Drehung + Schwankung). Die Bewegungsenergie T, des k-ten Elements 
kann man immer in der Form 


1 | 


rn Bu: ? 9 . l 7 ») ” 
l;; Bun "5 pP. y’; P, u’; TE "ar "rn Ver S aE er Ge (2) 


darstellen, wo Y, nur von der Kurbelstellung y;*“ abhängt, also eine periodische Funktion 
von y, mit der Periode 27 ist und leicht in bekannter Weise (rechnerisch oder graphisch) 
eefunden werden kann. Ist a, die Drillungssteifigkeit’) des A-ten Wellenstücks, so liefert 
die Lagrangesche Vorschrift die Bewegungsgleichungen in den Variabeln y7.: 

IdWV, 


.) 


P. 7; 
h ek ve‘ d U’ 


vn Ar lyr-ı+ 2-1) + (ar + ar +1) (ya + Zr) ar +1 lyr +14 Zr) Mr + Wir. 
Subtrahiert man hiervon die statischen Gleichungen 


ar Zk-ı + (ar + ar +1)7r — Ar +1 /k +1 „ı:. 


so kommen die Schwingungsgleichungen 


ld P. : . 
VYyr +, ap, PR’ ar yr-ı + (ar + ar +1) yRk — AR +1 Yr+1 = RR Ik=D,1,2,...0n) . @). 
= dyk 


Man kann ihnen noch eine andere Gestalt geben, indem man neue Variable 9, durch die 
Definition „5° =2T,, oder 
q =V Pr Yy"% u 


1) E. Trefftz: Vorträge aus dem Gebiet der Aerodynamik, Aachen 1929, S. 214, und in Einzelausführungen: 
". Kluge: Ing.-Arech. Bd. 2 (1931), S. 119: T. E. Schunck: Ing.-Arch. Bd. 2 (1931), S. 591. Vgl. auch schon G. R. Golds 
»brough: Proe. Roy. Soc. London, Bd. 109 (1925), S 99 und Bd. 113 (1927), S. 259, 
2) R. Grammel: Ing.-Arch. Bd. 2 (1831), S 228; Bd. 3 (1932), S. 76 u. 277; Bd. 5 (1934). S. 83. 
3) Gemeint sind die Drillungssteifigkeiten zweiter Art, vgl. R. Grammel: Ing.-Arch. Bd. 4 (1953), S. 287. 
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einführt und sodann nach # differentiiert. Damit geht das System (3) über ın 


d | pRk-1 Yı PRk+1 x 
| | ar k—0,1,2 
(vVY/,.g,) — a, + (a); + ar x ı) dj; +1 N, (h 12.9 . BL 
lt yrı.Yyıa l u, + | p, | p, 
Die Gleichungen (3) und (5), in denen natürlich a,=a„+,=0 zu setzen ist, sind ganz Streng 
(abgesehen von dem völlig belanglosen Fehler, daß darin die Massen der Wellenstücke den 
einzelnen „Elementen“ der Maschine zugeschlagen sind). 


3. Die klassischen Schwingungsgleichungen. Die klassische Form der Gleichungen für 
eine masselose Welle mit diskreten Scheiben von konstanten Trägheitsmomenten 9, lautet 


(J), », a; 5-1 + (ak + Ar +1) 7}; dk +1 J}; 1 period. Funktion von { (k 6 Mr n) (6). 
Wesentlich ist an ihnen, daß die Summe der Koeffizienten 
(ar) +lar tar) + - uaHı)=0 . . . 2.2.2.2 2.2... 


wird. Auf dieser Bedingung fußt die Methode der Frequenzfunktionen zur Lösung des 
Systems (6). 

Man kann nun die strengen Gleichungen (5) sofort genähert in (6) überführen, indem 
man für die veränderlichen 7, ihre Mittelwerte ©, einsetzt und dann die neuen Variabeln 
"x 9, benutzt. Vernachlässigt man, was wieder ganz unbedenklich ist, den Einfluß 
der Schwankung von y), auf Wt,., so ist mit der mittleren (stationären) Drehgeschwindigkeit & 
das Moment WM, eine periodische Funktion von ot, und das gleiche gilt auch von M;.. 
womit (5) in (6) übergeht. Damit ist nachgewiesen, daß die klassischen Gleichungen (6) 
wirklich eine erste Näherung vorstellen. 

Noch nieht ersichtlich ist jedoch, inwiefern die klassischen Gleichungen (6) die Grund- 
lage für eine Theorie zweiter Ordnung bilden könnten. Dies zeigen die Gleichungen (3) Sie 
eehen mit Y, = konst =, und mit 


WE. + 55 3 te ET Pi RATTE 


wo die 97, die Sehwankungen (Abweichungen vom stationären Umlauf) sind, wegen der 
Koeffizientenbedingung (7) ebenfalls in (6) über. Ist dagegen Y, veränderlich, so ist aller. 
dings zunächst das zweite Glied in (3) wegen seiner quadratischen Form störend. Man kann 
I dYV, 


.) 


+ 97)” schreiben. Wäre die Schwingung har- 
= ak 


es aber zufolge (S) ın der Gestalt 


monisch, so wäre #9, na a0; ax, Wo a die Schwingungsfrequenz bedeutet. Bei den heutigen 
raschlaufenden Maschinen ist nun a wenigstens für die Grundsehwingeung zumeist von gleicher 
(Größenordnung wie © (oder höchstens ein kleines Vielfaches davon), so daß für kleine 
Schwingungsausschläge 9, ... wie man sie wohl stets voraussetzen darf, |9,.!< a bleibt. 
Damit geht dann (3) über ın 
ıv ) | a. dı_ı- x y, a _ m. I d pP. . far u; | Q 
KUN „dr 1 + (ar + a, +1) dk ar +1 da 41 = Ma Ed ® (fürld,|<ow) . (9). 
Rechts steht, wenn man unbedenklich den Einfluß der Schwankung von y, auch auf Y, ver- 
nachlässigt, eine periodische Funktion von ot, und damit ist auch für veränderliche Y,. der 
Ansehluß an die klassischen Gleichungen (6) gewonnen. Darüber hinaus aber sieht man, daß 
die Gleichungen (9) zu einer Theorie höherer Ordnung führen, deren Ausgang wirklich die 
klassischen Gleichungen (6) mit der Koeffizientenbedingung (7) bilden. Das hat zur Folge, 
daß die sonst sehr unbequemen Rechnungen der Theorie zweiter Ordnung durch einfache 
Formulare ersetzt werden können, in welche die Ergebnisse der Methode der Frequenzfunk- 
tionen einzutragen sind, wie ich an anderer Stelle zeige. 
Für die Frequenzen « der Oberschwingungen ist eine gewisse Vorsicht nötig, da hier « 
eroß gegen & sein mag. Allerdings sind bei den Oberschwingungen wohl in der Regel die 
Amplituden 97, „.„, so viel kleiner geworden, daß auch da noch die Zulassungsbedingungen 


un » für die Gleichungen (9) zutreffen mögen. 
Sind hingegen die Bedingungen 9, o nieht mehr erfüllt (was sich möglicherweise erst 


als Ergebnis der Rechnung zeigen wird), so muß man zu den weniger bequemen Gleichungen (5) 
zurückgreifen, die im wesentlichen auch den Ausgangspunkt der Trefftzschen Theorie bilden. 
Wie diese Gleichungen beliebig genau gelöst werden können, soll jetzt noch an einem mög- 
liehst einfach gewählten Beispiel gezeigt werden. 
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4. Die Einzylindermaschine. Für eine Maschine mit einem Zylinder (y,) und einem sehr 
sroßen und also gleichförmig rotierenden Schwungrad (y',) hat man 


[3 

. / 

1, (DD), f >D, TG, >, aber y ü » 
1 


und somit eıbt (5) für k=0 


d ( R 
. /o 
Pr v TER u cr p TG, 


oder, wenn man (4) benützt, 


I dPldy,y W 


A, r | Yı ” r . 
D, (I+Z)o, (M,ta,o) mit Z re to, TED. 
lo ! E « v 2 v d / 
Beschränken wir uns von jetzt ab auf kleine statische und dynamische Ausschläge, so ist 
Z 1, wie man folgendermaßen abschätzt. Für konstantes ©, wäre 
.. r ® I, 
I, Y, + q, (yo y; ‚= N, oder FF (y /',) PP» 
i l 
Hier ist D,/a, der zu WX, gehörende statische Drillungswinkel und (y, — y',) der dynamische 
Ausschlag, somit 5 eine kleine Zahl. Damit wird aber sicherlich auch für veränderliches / 
win, 
I dP,/dy, 


IF 1Z P<I, 


da stets dP/,/dy,<YW, ist. Zerlegt man noch 9, In seinen Mittelwert g, und seine (keineswegs 
als klein vorausgesetzte!) Schwankung g, so geht (10) für kleine Ausschläge, aber be 
liebiee Ausschlageseeschwindiekeiten über in 


da 


pı v 4 IF (y',) ea en Dr 9 ET TEE En EZ 


0 
Hierbei sind /, und F eigentlich periodische Funktionen von y,. Sieht man aber wieder 
vom Einfluß der Schwankung auf /, und F olıne Bedenken ab, so ist /, eine periodische 
Funktion von »t mit der Periode 2rz und F eine ebensolche mit der Periode 27 bzw. 4a 
bei Zwei- bzw. Viertakt. (Auf eine Gleichung derselben Bauart wie (11) würde man für 
raschlaufende Maschinen auch von (9) aus unmittelbar kommen.) 


Man schreibt (11) auf die neue unabhängige Variable » of statt # um, indem man 
zugleich mit dem Mittelwert 1/9, von 1/P, 


| ; dd, | en 
, . & ' 
v ), l (Ü ) uie u? , ji . Te a te A 
setzt, und hat 
d’gq I. I. 3 
dd y" T ji / (yv)q 2 F 3 1»), 


wo f und F gegebene periodische Funktionen von y sind mit der Periode 27 für Zweitakt, 
bei dem wir zunächst bleiben. 


Die technisch wichtige Frage, für welche Drehzahlen ©, Resonanzzefahr besteht, ist 
gemäß (12) bekanntermaßen?) dahin zu beantworten: für diejenigen 


er 0 0 a et .„ 
() 


0 


U]; 
deren 4/7; bei der verkürzten Gleichung (13) eine periodische Lösung 9 (y) mit der Periode 2 7 
zulassen. 


5. Lösung durch zwei Normaldeterminanten. Um die kritischen Werte 4, zu finden, ent- 
wickeln wir die Funktion f() , die die Schwankung von 1/, ausdrückt, in eine Fouriersche 
keihe. Da f(y) als gerade Funktion mit dem Mittelwert I angesehen werden kann, so lautet 
diese Entwicklung 


J- 
i y . 
keiten ee re AM 
4) EB. Meißner: Schweiz, Bauzte., Bd. 72 (1918), S. 9; E. Trefftz, a.a.0. 
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Setzt man die periodische Lösung in der Form 


L- S. 
Y 


\ in»w-H $’B.cosv w 
po=, 4,sınv y-+ 2 B,cosvy 
| u 


an, so gehen aus der verkürzten Gleichung (13) durch Koeffizientenvergleichung die beiden 


S\ steme 


und 


et, BB +B ++... 
0=22.,B, +2 —-2/+8)B, +le, +8) B,-H(&,+8)B, +... 
0=2:,B,+(&, +8) B, +2 —8S/-+e)B,+(e +8) B, +... 


0 2 €, B, r(& +&)B, +(&, +8) B, T (2 ISA+&,) B,t... 


hervor, und diese verlangen das Verschwinden der folgenden beiden unendlichen Determinanten, 
in denen man zur Abkürzung 


dureh 1 era ri 
setzt: 
0 —E& €, EEE —E E—E, | E, &, ii, €, 
U mh HE EEE 0 tr + SS tE St E& 
a ne SE TE A TE, 8,8 5, 5 nr Er Et 17 
| € &, €, € €&, 8, € j & er 8, & +5 CT &s et E . 
4,7, 5, &, 76 2,78 


Denkt man sich die »-te Zeile von 4, und die (+ 1)-te von I, mit »° dividiert, so entstehen 
Normaldeterminanten, da ja die e, von einem gewissen » an praktisch verschwinden. Die 
Nullstellen 4,’ von 1, und 4,” von 4, liefern zwei Reihen kritischer Drehzahlen (14), und 
dies bedeutet, soweit /7 =F47, , die schon von Trefftz bemerkte Aufspaltung der kritischen 
Drehzahlen in Schüttelbereiche, die je von },' und 47 begrenzt sind. Die Gleichungen A, =V 
und 4,=0 lassen sich ziemlich leicht mit vorgeschriebenem Genauigkeitsgrad lösen, wie 
folgende Beispiele zeigen. 


a) Lösung vom Grad OÖ in allen e,. Setzt man alle e,=0, so kommt x,=0, 
, v0 r 0 oder 


ur ig 
An in 77 NEE N Ser Ve (15), 


und dies führt gemäß (14) auf die kritischen Drehzahlen der elementaren Theorie erster Ordnung. 


b) Lösung vom Grad 1 in allen e,. Da man jetzt nur die Diagonalglieder zu 


berücksichtigen hat, so findet man #,= + &,, @,= + &,,...2,= + e,„, oder 
E | . | | , | 1 
hy | ® Eu 5 ho | (1 > s,), o Ay lt > eu) 
. (19), 
z | r 1 | m | 1 
Ay I+ 58 ho 4 (14 &) Ay n? i+5 Fan] 





und das sind die Lösungen der Trefftzschen Näherung zweiter Ordnung (Aufspaltung in- 
folge der &,,). Die &,,.;, sind hier noeh ohne Einfluß. 


Bew, 
lech. 
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c) Lösung vom Grad 2 in e,. Entwickelt man die Determinanten 4, und 4, und 
berücksiehtigt jeweils nur die Glieder &,, und zwar bis zum zweiten Grad, so erhält man (bis 
zum Faktor «,) 


D » . D u D » » ’ D . » » | . » D » a \ 
| RR: 00 ‚TOERERER. ‚PR MdL 0: ME: SOEmDE- Min, 05. 76: ME OMDRER. O0 „S- ‚Mor: ‚0 ‚SOpGmene. ‚NN Sn 2 


| , 2 » . » . 
nz € Lola A oo. X» 


E; ' 
(1 +2, 8°) und A," 


y* 


i 1 
Setzt man die Lösungen in der Form 4, nn: (1-+-z,”e,’) mit unbe- 


kannten Faktoren z,' und z,”’ an und in die Gleichungen A, =0 und A,—=0 ein, so fallen (in 
dem angestrebten Genauigkeitsbereich) für jedes » die meisten Glieder weg und es bleiben 
für die z, ganz einfache lineare Gleichungen übrig. Man findet leicht: 





8 | 5) , ie 1 | 2 ] - ii, | hu) ” 
4, =1+ (5 |f A, f k 58 > As = y 1 TR |, 
(20). 
[7 o 2 ‚u SEE N | n“ 9 
Ay | 1» E, N ... Ay nn n? ı ) (4 n? 1) e 








Dies besagt, daß unter dem Einfluß des Fourierkoeffizienten e, die erste kritische Drehzahl 
in ein Dublett aufgespalten wird, dessen Mittelwert wegen 5 (Y/, +y4 )=| 15 
wenig unter dem Wert der klassischen Theorie liegt, und daß die höheren kritischen Dreh- 
zahlen etwas herabgesetzt, aber nicht aufgespalten sind. 


e° ein 


d) Lösung vom Grad 2in e,. Da (namentlich bei gedrängt gebauten Motoren) der 
Fourierkoeffizient &, weit überwiegen und ziemlich groß werden kann, so -ist noch die 
Lösung zweiten Grades in e, von Bedeutung. Man findet auf dieselbe Weise wie unter e): 


. | PL} a; l | v4 ME, 3 m | J D) 9 ”- 9 | 2 „> 
y | 38: + ar, Ar 4 (1 + [> e), i, mh, = gli 61 , A,=1, zit 15 er): 
| (21). 
an | | o nor. 1 | 2) a. 40 1 1 n” m) 
,, =1l+ D &, 39 Ey, Ay { | | 12 °), chn WE n? | Sn U a 











Somit wird unter dem Einfluß des Fourierkoeffizienten &, die erste kritische Drehzahl in 
ein Dublett stark aufgespalten und im Mittel ein wenig nach oben verschoben; die zweite 
kritische Drehzahl wird schwächer aufgespalten, aber im Mittel stärker verschoben, und zwar 
nach unten; die höheren kritischen Drehzahlen werden alle etwas herabgesetzt, aber nicht 
aufgespalten. 


6. Viertakt. Da bei Viertakt /, die Periode 27, dagegen F die Periode 47 ın o t hat, 


| Re 
so benützt man statt y den halben mittleren Drehwinkel y’=, » t als unabhängige Variable. 


—_ 


Dies führt auf die kritischen Drehzahlen 





/a,d 
ol/ Yı “k I)\. 
dv). =. r ° r ° . z . ° . r . . ° ° r FA Do 
und weil nun 
v> 7. 
fy)=|1 +2: cosvy=—| +3 1 5 -E 2 7 |; \ 
1 l 


ist, so sind die A, die Nullstellen der Determinanten 


X, - €, 0 E, E, 0 ee | 0 E, 0 £, 
0 Cs Es v0 E, E, () 2, 4 E, 0 +, () 
Er “ . R » “ ’ Li? z v fe u 0 Ei + Ez (24) 
) () €, &y 0 x, E, 5 0 E, 4 E, 0 ., h £, 0 _ . 
&, 0 & +8; 0 te, 


Sie gehen aus 4, und A, hervor, indem man dort alle &,,,;, streicht und jedes &,, durch e, 


ersetzt, In entsprechender Weise überdecken sich auch die jetzigen Lösungen mit den 
rüheren. Beispielsweise nimmt die Lösung vom Grad 2 in eg, einfach die Gestalt von 5d) 
(mit e, statt &,) an. 4 


4* 
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Über das d’Alembertsche Paradoxon. 


(Abhandlungen zur Hydrodynamik III.) 
Von Georg Hamel in Berlin. 


1. Einleitung. Über den Widerstand eines Körpers in strömender Flüssigkeit hat die 
Lehre von der wirbelfreien Bewegung reibungsfreier Flüssiekeiten noch nicht das letzte Wort 
gesprochen. Das d’Alembertsche Paradoxon, nach dem der Körper in diesem Fall keinen 
Widerstand erleidet, falls keine Ablösung stattfindet, beruht auf der Annahme, daß die Ge- 
schwindiekeit überall im Unendliehen gezen denselben Wert U derselben Richtung konvergiert. 
Diese Annahme erscheint aber willkürlich. Sie muß natürlich vor dem Körper und zu seiner 
Seite erfüllt sein, aber doch wohl keineswegs hinter dem Körper. Hinter dem Körper liegt 
vielmehr in Wirklichkeit ein Störungsgebiet, in dem kein Grenzwert der Geschwindigkeit zu 
existieren braucht. Und es soll gezeigt werden, daß es Potentialströmungen reibungsfreier 
Flüssigkeiten gibt, bei denen dies der Fall ist. 

Vor und zur Seite des umströmten Körpers unterscheiden sie sich beliebig wenig von der 
d’Alembert-Dirichletschen Strömung; hinter dem Körper aber haben sie turbulenten Charakter. 

Die Anzahl dieser Lösungen ist sehr groß. Es wird gezeigt werden, daß man Strömungen 
konstruieren kann, die an dem Zylinder wir beschränken uns auf den eben umströmten 
Kreiszylinder — eine Druckverteilung aufweisen, die sich von der beobachteten beliebig wenig 
unterscheidet, etwa so, daß vorne und zur Seite die Druckverteilung der Dirichletströmung, 
hinten aber für einen beliebig vorgeschriebenen Winkelraum - P=9=>-+ ß etwa konstanter 
Druck beliebig genau approximiert wird. Auch jede andere Druckverteilung für den genannten 
Wınkelraum könnte vorgeschrieben werden, Infolgedessen kann man Widerstände in weiten 
Grenzen herausbekommen, einen maximalen, wenn man etwa für -—P=9= + den Druck 
p=0 festsetzt. 

Ks fehlt dieser Untersuchung noch ein Prinzip, aus den unendlich vielen möglichen 
Lösungen die wirkliche herauszusuchen. Eine Korrektur durch Hinzunahme der Zähigkeit 
könnte vielleicht das fehlende Prinzip liefern. 

Man könnte weiter einwenden, daß die hier vorgetragenen Lösungen allesamt des- 
halb physikalisch unmöglich seien, weil in dem Störungsgebiet hinter dem Körper beliebig 
eroße Geschwindigkeiten und deshalb beliebig stark negative Drucke vorkommen müssen. 
Aber das scheint mir kein Fehler; denn die zur Korrektur hinzuzuziehende Zähigkeit wird 
die großen Geschwindiekeitsunterschiede verhindern. lch könnte mir sehr wohl denken, 
daß bei dem oft, auch von Herrn Prandtl| erörterten 


Übergang der Zähigkeitskonstanten »—>0 sehr wohl Frey = 
eine Strömung der hier erörterten Art herauskommt, __ er & 
die man sich auch so vorstellen kann, als seien die —— = 
Mittelpunkte der Kärmänschen Wirbelstraße ins ae = 





Unendliche gerückt. Das folgende schematische Bild 
mar die Sache veranschaulichen: 

Wir behandeln nur ebene, stationäre Potentialströmungen um einen Kreiszylinder, ohne 
Zirkulation. 


Abb. 1. 


2. Die möglichen Lösungen. Die allgemeinste, ebene, stationäre Potentialströmung um 
den Kreiszylinder vom Radıus 1, ohne Zirkulation, ist durch das komplexe Potential 


L F. 
» 71 | | " ' | 
(2) vrtıy (i (2) = | = \ d, 2" r \ Ay „u 
——— —— je 
| 
gegeben: 2° +19, G eine ganze Funktion, der Querstrich bedeute konjugiert. Es ist dann: 
F 
" rl) B. n 0,2” > E79 
| 
i | | | 
und an der Oberfläche [2 ey, —=e ie) 
JS 
D) Y l 
In ; "), \ n (dt, el" I)ypi A, e\ n I) ı) ve 24 \ n - (d,, eniy A, e niy) 
DZ EZ ! 
LI 


l 


woraus klar hervorgeht, daß die Strömung längs der Oberfläche des Zvlinders streicht. 
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Nimmt man @G(z2) == [’z (U reell positiv), so ist f(2)= {1 


‚ıben die Dirichletströmung. 
Wir setzen 
G(@)=Uz+g(e), g(e)= 2, cn 2* 


| 
und nennen die ye)+g| = entsprechende Strömung die Zusatzströmuneg. 


Es gibt nun nach Mittag-Leffler und Lindelöf (siehe Lindelöf: Caleul des 
‚ssidues, Colleetion Borel, Paris 1905, S. 119 ff.) ganze Funktionen, die für z2>w überall gleich- 


mäßig geren null konvergieren, mit Ausnahme eines beliebig schmalen Winkelraumes um die 


positiv reelle Achse. Mittag- l,effler gab 1903 das Beispiel 





F- 
Y a, N 
1 \ a (6 >V), 
——— / (1 I „ 0) ” 
FT 
\ vw,n 
L,indelöf hat I+ ze (>0). 
l Abb. 2. 
i er u, " 8 an 
Die halbe Breite des auszuschließenden Winkelraumes ist „ +8, o und e beliebig klein, 


positiv. 
Nach Lindelöf (Seite 122, 123) hat seine Funktion ferner die Eigenschaft, in der ganzen 
komplexen Zahlenebene'), mit Ausnahme eines beliebig kleinen Streifens um den Halbstrahl 


| bis + o der reellen Achse mit o > 0 gleichmäßig gegen _, zu konvergieren. Wir können 
ö 2 
\ Y FL 
also o so klein, positiv wählen, daß „. Sich von 5 | beliebig wenig unterscheidet, 
- > 


wenn wir das schraffierte Gebiet ausschließen, dessen Winkelöffnunge 06 ist (Abb. 2). 


FT. I 
a} g” . /1 v | . 
Nehmen wir 4(2) \ ma, SO Ist gle)+g| —) \ er (2"--z2"") in dem ge- 
A - oz ! 
2 | | 
schilderten Sinne beinahe et t 2 l. 
w | 


Das auszuschließende Streifengebiet ist natürlich durch das Spiegelbild am Einheits- 
kreis zu vermehren. Da die Konvergenz gleichmäßig ist, dürfen wir differenzieren, d. h. 


F. 


| | 44 


’ Pe 
ist außerhalb des Streifens, d. h. des ganzen Winkelraumes — 0 yo beliebig genau gleich 
null. Außerhalb stört also dieser Zusatz die Dirichletströmung beliebig wenig, innerhalb aber 
nimmt er beliebig große und kleine Werte an, gibt also der Strömung turbulenten Charakter, 
obwohl sie eine Potentialströmung bleibt. 


\ 'lgerie" 


Natürlich hat dieselbe Eigenschaft in der Streifenumgebung des Punktes 


2 — ei@, also hat 


’ 


> LH 
N ig a ia)" 
(2) \Cta) \ da 
. . 7 EE Br” 
> | 


mit irgendeiner integrablen, beschränkten Belegfunktion (' (a) die Eigenschaft, erstens für alle 
s>0 ganz zu sein, zweitens außerhalb des Streifens —$ - 0<g<P+ 6 beliebig wenig die 
Diriehletströmung zu ändern, während innerhalb dieses Winkelraumes eine Strömung turbu- 
lenten Charakters besteht. 


ty In dieser Vollständigkeit erst bei Julius Wolff: Rendiconti di Palermo t. LIX, 19530, Fase. 2, 
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3. Durchführung. Wir nehmen der Einfachheit halber für die Durchführung Symmetrie 
zug Van, d.h. C(a) gerade und reell. Dann ist 


3 7 L 
l y z" 
\Cia)e ineda \ Ca) cos nada en, yia) \ en, 
” . eo); m wm” 
Be 3 1 
LH 
| \' | £ 
’(» . Io | „N d 
fi2) = | l: + _ \+ Ca mt B =), 
2 a 2 
| 
I 
| ’ n | 
f (2) I 1 ;) u \ Cn [z" , 
2? en nen zu+| 
) 
und an der Oberfläche 
F- 
y 
TeW)=UB-NT 3 en 77 )yi_erR+tY)gi) 
EEE) 
| 
I 
£ 
. . r . n Cy . 
Diertı I sınp + \ on sinng \ 
\ dd RM ] 
l 


F- 
. ' ul d Be 
die7'9 7 sınq \ z 
\ dp cu ne" 
Wir werden nun der Einfachheit halber annehmen, daß die Belegfunktion € (a) differenzier- 
bar und daß €’ (a) in eine Fourierreihe entwickelbar sei. Dann ist 


cosNn Q - 


C(q)= 2 C„eosng C(Y)=— N „sinn. 


Nehmen wir diese Reihe noch als absolut und gleichmäßig konvergent an, so können wir in 
f' (ev) den Grenzübergang o6>0 machen und sagen, daß durch unsere Funktion f(z) die 
Geschwindigkeitsverteilung 2(U sing — C’(y) an der Zylinderoberfläche beliebig genau appro- 
ximiert wird. An der Oberfläche ist also beliebig genau 
h 2 f’ p 4 ( U sin q E ("’ (q \)? 


0 
und nach der Bernoullischen Gleichung 
u ri u ren : x 
2, +5tr po + U? («« die Dichte) 


») 


und also der Widerstand 
‚ 7 
2\p, cos ydy=tu\(Usnp—- Cky)”cospdg 
1) 0 
beliebig genau bei hinreichend kleinem o. 
Wir können nun etwa von = ra bis 9=Pß, C(p) 0, C'(y) 0 setzen, dann (’(y) 
schnell auf den Wert Usin $ und darüber steigen lassen, bis p =0, d. h. 


») 
17 u I r. 
" + U? , 
a 
also 
> 2 w IB , re 
2(Usıny CAy)) Ö, 2 - 70° 
(das Minuszeichen wegen der Umkehr der Strömungsrichtung), 
also 
oe ö | 2 Ix 
OW=Using+,]| £ r U” 


geworden ist. Bei Annäherung an 9 = lassen wir dann C’ (y) schnell wieder null werden. 
Wir bekommen so beliebig genau den Widerstand 
4 4 
un 20 l /2p« , rl N u an. AM 
ul” \ sın’peosygdg—tu +9" \ cos gdp=2ps sin + ul” |(sın P „sin“ pP]. 
[R , e 
} nn: Ü 
Dieser Widerstand kann als eine Abschätzung nach oben angesehen 
werden, wenn man nämlich annimmt, daß bis zu dem Winkel 5 hin der Druck der Dirichlet- 
strömung, dann aber der Druck © herrsche. 
’ 


—_ 
.y 
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trie Es ıst vielleicht noch bemerkenswert, daß das Maximum des zweiten Gliedes für 
Ki as . | i 
sin =, eintritt und den Wert p= +, u U? ergibt. 
p +) 
Der Vollständigkeit halber seien noch die Werte von e,, für diesen extremen Fall angegeben: 
2 f 2 3 ) 
C. \ © (a) cos nada C(a)sınna \ ("(a)sinnada 
N. JUN 0 k 
0 0 
3 3 3 
2 ı 2 | 2 np 
- \ ("(a)Jsinnada= I \ sin asınnada-t = ! } U?\ sin n ie 
am, an\ . 2 u ) 
u 0 E 
(sin n 5 cos n cosnPsın P) 4 -+ U? —-eosn pP; fürn + 
an ln —-1)(n+1) J p | 2n u nf + 
dagegen 
2 (U 2 pa \ 
ı —(P -- sın$p cos P)—+ ; - + U?(1 — cos Pf für n=1. 
an\ 2 j | pP) 2 u P 
Da in der Nähe von 9=Pß die Geschwindigkeit durch Null hindurchgeht, muß hier eine 
Ablösung des Strahles stattfinden, was die schematische Abb. 1 zum Ausdruck bringen soll. 
4. Verallgemeinerung. Wir haben bis jetzt einen nach hinten offenen Störungswinkel. 
Will man statt dessen anders gestaltete Störungsgebiete, so kann man in folgender Weise 
vorgehen. 
Wir entwickeln 
eTr- l ei« Aa Ä 
£> - Oz 
1—zeie ei _-z2 a-—z I 
in der Umgebung einer beliebigen Stelle e zu 
in a 
ie a \ % 
'O- Ad C 2 A C 
0 
Wir arbeiten dementsprechend mit der ganzen Funktion 
F- 
a 3 & e\" 
a— cc. n’r\a— e) j 


Das beim Grenzübergang 6>0 auszuschließende Gebiet umhüllt jetzt den Strahl, der 


De 
G_ 


von a aus in der Richtung ea ins Unendliche geht (Abb. 3). 














Abb. >. Abb. 4. 
Bei der Bildung von | . kommt das Spiegelbild am Kreis hinzu {Kreis durch da. 
c—-h>0, so bekommen wir ein 


Nimmt man ce und a auf einer Horizontalen, etwa «a 
horizontales Störungsgebiet und bei Superposition mit einer Belegfunktion C (a) ein Störungs- 


gebiet konstanter Breite, etwa von der Breite des Zylinders (Abb. 4). 


Die Zusatzströmung ist dann durch 


h 
2 L 
| ei" \ Y | 2 ei h n 
gy(2)= C(a) da 
7 h(a) zu nn h 
zr | 
2 
gegeben. 
.. ’ en ”.r ® " T 
Läßt man auch zu, daß a =- ei“ vor dem Körper liegt, also (#) >, so bekommt man 
” PP .) 


henkelförmige Störungsgebiete zur Seite des Zylinders. 








zn i ' Ztschr. f. angew. 
56 v. Kärmän. Neue Darstellung der Tragflügeltheorie Math. und Meeh. 





Neue Darstellung der 'Tragflügeltheorie. 
Von Th. v, Karman ın Pasadena. 


I. Wellenwiderstand und induzierter Widerstand. Diese kleine Arbeit verdankt ihre Ent- 
stehune der Diskussion, «die in den letzten Jahren in der deutschen schiffbauteehnischen 
Literatur über die Analoeie zwischen dem induzierten Widerstand von Tragflächen und dem 
Wellenwiderstand auf der Wasserfläche gleitender Flächen geführt wurde. Zwei Bemerkungen 
sine! mir aufgefallen. Herr G. Weinblum drückte die Meinung aus, daß induzierter Wider- 
stand und Wellenwiderstand nieht wesenseleich sein können, da der induzierte Widerstand 
einem Wirbelsvstem, der Wellenwiderstand einem Wellensystem seine Entstehung verdankt, 
wobei die Wellenbeweeunge als eine Potentialbewegeune ın Reehnung zezoren wird. Herr 
H. Waener') bemerkte. daß bei der Berechnung des Widerstandes gleitender Flächen dem 
induzierten Widerstand der Vorzuer gebührt, da die Formel für den Wellenwiderstand für den 
(renzfall der unendlich kleinen Länge der Gleitfläche (tragende Linie) einen unendlichen Wert 
liefert. Es schien mir, daß keine dieser Bemerkungen zutrifft. Es ist wahr, daß der induzierte 


Widerstand gemeinhin von einem Wirbelsystem abgeleitet wird; wenn man sich aber wie 
es meistens eeschieht auf eine Theorie erster Ordnung beschränkt, d.h. die Kirenbewerune 


der Wirbel vernachlässiet. reduziert sich die Aufgabe auf die Bestimmung einer Potential- 
bewezung mit gewissen Randbedingungen an der Ebene, in welcher die tragende Fläche liegt. 
In der Theorie des Wellenwiderstandes beschränkt man sich ebenfalls auf die Effekte erster 
Ordnune (die dureh die Wellenbewegunge erzeugte Geschwindiekeit klein geren die Fahr- 
eeschwindiekeit) und man löst das Potentialproblem ın angenäherter Weise, indem man die 
Randbedineuneen nicht an der wirklichen freien gewellten Oberfläche, sondern in der Ebene 
erfüllt. die den Halbraum abschließt und in weleher die gleitende Fläche liegt. Vergleicht 
man die Randbedinzungen für das Wirbelsvstem und die für die Wellenbewegung, so sieht 
man. daß sie für den Grenzfall hoher Gleitgeschwindiekeit (eroßer Froudeschen Zahl) identisch 
werden, so daß die Formel für den Wellenwiderstand in jene für den induzierten Widerstand 
übergehen muß. Der Warnersche Einwand erledigt sich dadurch, daß man für den Wellen- 
widerstand im Grenzfalle der traeenden Linie nur dann einen unendlichen Wert erhält, wenn 
die Traekraft für die Läneeneinheit am Ende der tragenden Linie einen von Null ver- 
sehiedenen endlichen Wert hat. In diesem Falle liefert aber auch die Theorie des induzierten 
Widerstandes einen unendlichen Wert. 


Um das Verhältnis der beiden Theorien klar herauszuarbeiten, schien es mir das Ein- 
(achste zu sein. zu versuchen, die Tragflächentheorie durch dieselbe Methode, die in der 
Theorie des Wellenwiderstandes benutzt wird, darzustellen. Dies geschieht in der vorliegenden 
Arbeit. Schlußfoleeruneen für den Wellenwiderstand sollen in einer zweiten Mitteilung ver- 
öffentliceht werden. 


2. Die tragende Linie. Das Feld der induzierten Geschwindigkeiten. Wir betrachten die 
ruhende tragende Linie in einem gleichmäßigen Luftstrom von der Geschwindigkeit U; die 
Richtung von U soll mit der positiven „-Achse zusammenfallen, die tragende Linie liegt in 


h b ’ 
der »-Achse im Intervall „<y<,; die Zirkulationsverteilung sei durch /’(Gyp) gegeben. 


Wir leiten besondere Formeln ab für die induzierte Potentialbewegung P(x,9y,2) im oberen 
und im unteren Halbraum, d.h. für z>0 und z<0®. Die Randbedingungen für z=V0 in bezug 
auf den oberen Halbraum sind die folgenden: 


a) in dem Gebiete der Ebene z2==0, das außerhalb der tragenden Linie und der Wirbel- 
Häche heet. muß P-0 eelten, da der Übergane zum unteren Halbraum stetige ist und 
Dir, y,2) Pir,y, 2) gilt (leieht einzusehen für alle Gesehwindigkeitsfelder, die von einem, 
in der Ebene 2-0 liegenden Wirbelsystem abgeleitet werden können) ; 

4 Eu . Ti 

b) an der tragenden Linie erleidet P einen Sprung von der halben Zirkulation 5; 

u . 04 op» Op j ea 
ec) an der Wirbelfläche ist stetie, unstetig; folglich muß insbesondere 
02 ÖX a7, 
0d Ö Q ; ! a . 
0 eelten. da Pr, y. 2) Pir.y.  z)ist. Somit ist P (ir, y,O) nur eine Funktion 
Nır x | Vr L 
Pi) Pi) ’ 
von y und gleich  ,° an der oberen, „ an der unteren Seite der Ebene z 0. 
', HM. Wagner: Jahrbuch der schiffbauteechnischen Gesellschaft, Bd. 34 (1955), S. 217. 
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Um die Bedingungen a) bis e) zu erfüllen, betrachten wir zuerst den Ausdruck (für 2>0): 
F- L FI. 
| gr sin dr —— : 
NER MER 7? \ \ (n)- ; cos ulyn)-e Var+ 2 dn-di-du. . . (. 
re: 0 0 


Zunächst bemerken wir, daß P, (x, 9,2) die Potentialgleichung AP 0 erfüllt; ferner, daß ®, 
mit den Ableitungen für 2» verschwindet. 


Für 2=0 ıst 


| 2 sın Zr 
P (#,y,0)=5 7? \ \ \ / (77)° j .cosuy—n)-dn-d4A-du .». . 2: 2 20. (2), 
2 0 iD 


d.h. mit — \ di=+1 (für =0) 
JT 


u. 
0 
Dix. u.0 I \ \ rl ie ] ] 2 
‚(#,9,0) + is. (7) cos uly nl. dn- du (»), 
e () 
wobei das +-Zeichen für 2 >0, das -Zeichen für z<0O gilt. Da nach dem Fourier- 


schen Theorem 
Ws 
'(n)- cos .dn-du=T' 
2 \ \ '(n) cos ul y\dn-du (9) 


2 0 
ist, sind die Randbedingungen b) und e) erfüllt (die letztere, weıl überall, ausgenommen an 


u OP, ’ 
der tragenden Linie selbst, \ 0 ist). 
0x f 
Um die Bedingung a) zu erfüllen, fügen wir zu ®, eine zweite Potentialfunktion P, 


hinzu, welche von x unabhängig ist, nämlich 


I F- 
| , [TR 
PD,: u \ \ Pn)-cosuy—n)e ""-dn-du . 2.2.2.2.) 
> ” u 
U 
Offenbar ist PD, +-P,—=V für so, und zwar nieht nur für 2=%, sondern für beliebige 


-d4) tragen nämlich bei großen Werten von || nur 


i ’ “sin 4x 
Werte von 2. Zu dem Integral \ 


0 
sehr kleine Werte von A etwas bei, so daß wir ine *”+"@® (Gl. D) 4? neben «* vernach- 
lässigen können. Somit geht die rechte Seite von (1) in die rechte Seite von (4) mit ent- 
gegengesetztem Vorzeichen über. Für z=+», d.h. ın unendlicher Entfernung hinter der 
tragenden Linie, ist 


JS. SF. 


| ik 2 - 
=D, +d,=;-\ \ Zn)» cos uly )-e dy-du ee 


Zu) 


ı unendlicher 


Diese Formel gibt uns die Verteilung der induzierten Geschwindigkeiten 1 
Entfernung hinter der tragenden Linie: 


L nn 


[zZ 


I 
m =} \ u: In)» cos uly y).e “ON AB : 22H» WB) 


0 


Die Formeln (1), (4) und (6) gelten ohne weiteres für z2<0, falls man in den exponentiellen 
({liedern z durch (-- 2) ersetzt. 
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3. Induzierter Widerstand. Elliptische Auftriebsverteilung. Die Formel (6), angewendet 


für z=0, liefert unmittelbar den Ausdruck für den induzierten Widerstand. Es ist bekanntlich 
l 0q 
WW; ) $ TÜR ; 0 Fr De m BEE | 
1 > 5 / A) n . . . . ( ), 
. . . . 4 . h h . 0q 
wobeı die Integration um beide Seiten der Strecke -— „<y< 5 zu erstrecken ist und \ 
2 On 


die „nach innen“ gerichtete Ableitung des Potentials ® ist. Da beim Übergang von der 


oD . 
oberen zur unteren Seite sowohl ® als —- das Vorzeichen wechseln, ist 
( 


h/2 
WE. 
Ww;: o\e:,..dy ee ee 
bi2 
oder nach (5) und (6) 
hi? L L n 
4 “ Ic 
W; o\ ei \ Pin)-cos ulyn)-d duo, \r In) cos uly 1 dy-dul dy (9). 
h/2 2 ( 2 (\ 


Wir wollen die „Fourier-Koeffizienten der Auftriebsverteilung“ 


zu Hl Bee; 
(u) a \ m eosun-dn, gu): Nm sinun-dn. (10) 


einführen. Alsdann ergibt eine einfache Rechnung 
I. 
.- #0, 4, a z 
W;= i ro +lgWPr u du a RE 
0 
Diese Formel ist vollkommen analog gebaut, wie die bekannte Hognersche Formel des 
Wellenwiderstandes und kann auch formal leicht aus der Hognerschen Formel abgeleitet 
werden’). 


Es ist vielleicht ganz interessant, einige Beispiele anzugeben. Es sei /'(n) = constant 


h 
h h ö h ! a7 sın|u 5 
für 5 <n<g, I(mM)=Vdfür|y)>—. Alsdann ist g(w)=0, fill) = z - — und 
Ei j' b 
„| SIN|u4 5 
nach (11) we | — ,du=». 
RL u 


Für eine symmetrische Dreieckverteilung erhalten wir ebenfalls 9 (u)=0 und 


bi2 | a b 
) . 9) 7 9) I' = GOSs u 9) 
. n v _ La MAX En 
(u) Far | \-eosun:-dı . 
/ n. NAX h PY ] 7 _ h 
1 = 


Der induzierte Widerstand ergibt sich zu 


S- 
of... (sin’« 
W,=* Bi. 3 du, 
Ü 


ub 


! 


wobei u gesetzt wurde. 


°, L.. Prandt]| in seiner grundlegenden Arbeit von 1918 (Tragflügeltheorie I. Mitteilung) behandelt den Fall 
eines Tragflügels von unendlieher Spannweite mit periodischer Auftriebsverteilung !—= Teos4“»y und erhält für den 
induzierten Widerstand eines Stückes von der Länge /!, die eleieh einer Anzahl Halbperioden ist, den Ausdruck 


olf2u i 
W;—\ x + Den Übergang zum Fourierschen Integral hat Prandtl nieht vorgenommen. 
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L.. Prandtl und M. Munk behandelten die Frage nach dem Minimum von W;, wenn 








ndet 
tlich b/2 
ler Gesamtauftrieb oder das Integral \ /'(y)- dy gegeben ıst. Aus (11) sieht man unmittelbar, 
m -b/2 
(4 . . .. 4 .. . Y a4 . E . » » a} * 
I daß für die günstigste /"Verteilung 9 («#) =0 sein muß, d.h. daß nur gerade Funktionen von y 
. symmetrische Verteilungen) in Betracht kommen. Fernerhin können wir (11), falls /' nur für 
0qg ; N 
) r . . . Y 4 
07 |< von Null verschieden ist, in der Form schreiben 
der 2 
on bir b/2 
wW=-|\\ Ver Py)-eosuim ydurdyedy . . (12), 
0 bi2 . IE 
und man sieht unmittelbar bei Variation von /'(y,) und /'(y,), daß für die günstigste Verteilung 
I bh? 
1 
— \ \ u: I (y,)- cos u(y, — 9.) du: dy, = const (13) 
% T “ . un 
(9). 0 —bl2 
gelten muß. Ersetzen wir y, durch 9, %, durch 7, so wird 
zo bi2 
10 
10) = \ \ u: I (n) - COS U (Yy N) . du dd 7 er 7°? 
M bl? 
OD 2 N ee Fe N 4 
also mit Rücksicht auf (6) 7° eonst. Dies ist in Übereinstimmung mit dem bekannten Er- 
( 
Br gebnis der Tragflügeltheorie, daß die günstigste Verteilung des Auftriebs über die Spannweite 
dureh einen konstanten Wert des Abwindes gekennzeichnet ist. 
B...: 
des Die Lösung der Integralgleiehung (14) ist /'(n) Fun | »\: (elliptische Ver- 
tet | >) 
a i 2 j Y : ] = u ; 
teilung). Wir führen die Bezeichnungen = 5, N =; Meng ein und schreiben nach (6) 
ınt . m “ 
+1 & 
Ip r..te cf i 2 
| max, \ \ u. yıi N cos u (Y 7) dd (15). 
nd 0 Zi —NV T b a J r : 
a 
Bei der Berechnung des Integrals berücksichtigen wir die folgenden aus der Theorie der 
8 s u8 = 
Besselschen Funktionen bekannten Beziehungen’) 
+1 ’ 
1ı u 2 - | ; I dJ (u) 
\j | y.-cosum -d -— J,(u) pr» : 
; u u du 
Be ae 
I. 
\J,(a’)- sin y- du oO für yl<I1 
0 
wobei J, und J, die Besselschen Funktionen erster Art von der Ordnung OÖ und 1 bezeichnen, 
Auf Grund von (16): 
.. 
Ö PD ER 
\J (u)-cosuy - du 
E31 0 FB ua “9 
0 
und durch partielle Integration 
L 
N) dD I P ja’ ” N ‚ . ’ 
ll | max, J J (u) - cos (u y') +y: \ Ju) sin(Wy)- du \ 
en 02 J):—0 h \ 4 w—ı . | / i | 
:k 0 
S. 419. 2te Auflage, 


3) Vel. z. B. Frank-v. Mises: Die Differentialgleichungen der Mechanik und Physik, I, 


F. Vieweg & Sohn, Braunschweig 1930. 
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oder mit Rücksicht auf die zweite Gl. (16) 


(® D ED 0 Paz R& 
02 _—( l iur, h ’ , e s ' . . : EEE 


Der induzierte Widerstand ıst nach Gl]. (8) 


bl? 
en 1, 
W, ar ol! dd „ 
a U 
h y 
. L} . ’ JT 17 . . 
oder, wenn der Mittelwert von I’ mit 7, | I! ,., bezeichnet wird‘), 
‘) 
W; e°7 / RG A re ee. ° 
Mit , ob: 1’, U wird 
i I? 
WW; ın a 
B) I? T 


Das Interessanteste von den Ergebnissen dieses Paragraphen ist vielleicht die ge- 
schlossene Darstellung des Geschwindigkeitsfeldes durch ein doppeltes Fourierintegral, 
welches wir dureh Einführung der elliptischen Verteilung in die allgemeinen Gl. (1) und (4) 
erhalten 


4 4 ] [2 I 
„ee [ 2 smix m eG 
Db m \ \ e & Es Vi, 12.2 +e uz), —.£0S u y-di-d 4. j ? (20), 
In) In / u ie 
"0 ; 
wobei das +-Zeichen für #& >0, das --Zeichen für 2e<0O gilt. Ich glaube, daß diese Dar- 


stellung für manche Aufgaben, die mit Abwindverteilung verbunden sind, gewisse Vorteile 
in reehneriseher Hinsicht besitzt. 


4. Die tragende Fläche. Die Erweiterung der Tragflügeltheorie auf den Fall einer 
tragenden Fläche ist von Birnbaum und Blenk durchgeführt worden. Diese Erweiterung 
fordert einen sehr erheblichen Aufwand an Rechnungen und ist nieht sehr übersichtlich, da 
der Einfluß der gebundenen und der freien Wirbel getrennt behandelt werden muß. Es 
schien mir daher wünschenswert, die Ausdrücke für das Geschwindigkeitsfeld einer tragenden 
Fläche mit Hilfe der Methode der Fourierschen Integrale aufzustellen. 


Das System der gebundenen Wirbel ist offenbar beschränkt auf das Gebiet, welches 
wir als tragende Fläche ansehen und mit der horizontalen Projektion des Tragflügels identi- 
fizieren. Wir wollen die beiden Komponenten des Wirbelvektors mit yx und y, bezeichnen, 

yo. er 
Oyx , ( 


. . 0 . . x Y 
zwischen beiden Größen besteht die Beziehung: |, +, 
5: 3 


 — 0. An den Rändern des tragen- 
07] \ 


den Gebietes gelten die folgenden Randbedingungen: an den vorderen und seitlichen Be- 
erenzungen ist die Resultierende von y, und y, tangentiell zum Rand gerichtet, an der 
hinteren Begrenzung ist y, 0 (d.h. die Wirbel verlassen die Tragfläche parallel zur Flug- 
richtung gerichtet). Falls wir die Verteilung von y, annehmen, ist y. hierdurch eindeutig 
bestimmt. 


In der Annäherung der Theorie erster Ordnung, die wir hier entwickeln, ist der Auf- 
trieb pro Flächeneinheit gegeben durch gr, y) = oUyy(x#,»). Andererseits gilt die Bernoulli- 
sche Gleiehung (p > Druck an einem beliebigen Punkt, ps = Druck im Unendlichen): 


| 14 Q if | (° «D\? Q e\ 
0, Px =o0 3 +» oder angenähert px “ p=ol E; Mit Rück- 
FH 
f e s , T , 2 ; IJor (u | L 4 . r Irre . M 
4) Nach Formel (11) ist I; 4 Paar?) ad I max im! bereinstimmung mit (18). 


er“ 
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op 
icht auf P (x, y, 2) PD (x,y,--z) hat E; den gleichen absoluten Betrag und entgegen- 
‚esetztes Vorzeichen an der oberen und unteren Seite des tragenden Gebietes. Die Druck- 

ö ‚ ö i ‘ . A /O® 
lifferenz, d. h. der Auftrieb für die Flächeneinheit ergibt sich somit zu qg=- 2ol & 
08 Ho 
| h. wir erhalten die Randbedingung für die Begrenzung des oberen Halbraumes innerhalb 
R ) D Yy y. . s . re Q D . 
‚les tragenden Gebietes [= ‘5. Im Wirbelgebiet gilt wie früher | 0; ın den 
O& )z 0 pr ur 
übrieen Teilen der Ebene z2=0, d. h. außerhalb des tragenden und des Wirbelgebietes ist 


P--0. Um diesen Randbedingungen zu genügen, betrachten wir zunächst die Funktion 


JS I LS. ne 
1.5 | sin/lr -& (iz Luz 
PD, In? \ \ \ \ Yyld,n) j cos uly ne .ds-dy-di-dud(2l). 
2-0 N) 
Wir erhalten dureh Differentiation für 2=0 

\D | 

( & E E a 

O Fr 2 =, \ \ \y,(£,n)- cos Al@ —£8)-cosuly—n)-dö-dn-di-du . (22) 


F- F- 0 0 
oder auf Grund des Fourierschen Theorems 


Ö P, Yy(s,9) 
an 5) 


\cdD 
Mithin sind die Randbedingungen soweit erfüllt, daß r überall den riehtiren Wert hat, nur 
() X 


hat vor dem Tragflügel ®, statt des Wertes Null einen konstanten von Null verschiedenen 


Wert. Wir fügen also zu ®, wie im Paragraph 2 eine zweite Funktion ®, hinzu, 
FL. 

welche von «= unabhängig ist. Wir wollen den Wert des Integrals \ yyd«=, d.h. die Zirku- 
SF. 


lation um einen Tragflügelschnitt durch /'(y) bezeichnen. Alsdann können wir schreiben 
wie früher 


S- F- 
D he I \ \ & ). €08 \.e-uz.d / .)*) 
2 -Z; (7). cos u(y N) € GNOB: 2. HH a Ha er 
ne 


und D=P, + P, gibt die vollständige Lösung des Problems. 

Der Ausdruck für den induzierten Widerstand ist identisch mit dem Ausdruck, den 
wir für die tragende Linie erhalten haben. Das Problem der Tragfläche geringsten Wider- 
standes ist soweit unbestimmt, daß durch die Minimalbedingeung nur die Verteilung des 
Auftriebs über die Spannweite bestimmt ist; die Verteilung des Auftriebes über die Trag- 
Hächensehnitte bleibt unbestimmt. 

Ein neues Ergebnis ist indessen eine geschlossene Formel für die Verteilung des Ab- 
windes über dem tragenden Gebiet. Wir erhalten die Vertikalkomponente der induzierten 
(Geschwindigkeit 


OD | F e sın Z (ir &) . 
A >: \ \ \ \Vae+e ul) j cos ulyan) dä dy-di-du 
” "0 () M \ 
(24). 
I I 
Ir ct 
=: \ u. In) - cos uly Y)dy-du 
ao U 





i u  . 
Im Sinne der Birnbaum-Blenkschen Theorie gibt Er die Neigung der Tragfläche zur 
( 


“lugrichtung, so daß Gl. (24) die Beziehung zwischen der geometrischen Form der Traglläche 
und der Auftriebsverteilung herstellt. Berechnungen, um diese Gleichung für praktische Zwecke 
nutzbar zu machen, sind im Gange, und ich hoffe, darüber bald berichten zu können. P21 
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Resonanz bei konstanter Dämpfung. 
Von E. Meifiner in Zürich. 


MM" nimmt meistens an, daß die Lösungen von Bewegungsproblemen durchweg analytisch 
seien. Es gibt aber viele Fälle, wo dies nicht zutrifft. Körper können sich in unein- 
heitlichen Kraftfeldern bewegen. Führungen können einseitig sein und plötzlich außer Wirkung 
treten, Fäden werden schlaff, Wellen schwingen ins Spiel hinein. Sich selbst steuernde 
schwingende Systeme lösen Kontakte aus und ändern damit sprungweise das Feld. Auch 
die Gleitreibung gehört hierher, die ihre Richtung ja an jeder Umkehrstelle ändert. Die 
Theorie der Kippschwingungen gibt in der Röhrentechnik weitere Beispiele. In allen diesen 
Fällen sind die Lösungen nur stückweise analytisch. Will man sie in ihrem Verlauf im 
eroßen übersehen, so versagen die üblichen Methoden, und auch diejenigen Sätze werden un- 
anwendbar, die die ausnahmslose Existenz der zweiten Ableitung voraussetzen. Es treten 
dann zweekmäßig graphisch-geometrische Methoden in ihr Recht. 

Hier soll an dem im Titel genannten einfachen Fall gezeigt werden, wie alsdann die 
Diskussion geführt werden kann. Ich bediene mich dabei der graphischen Darstellung von 
Funktionen dureh ihr Linienbild: sie bewährt sich überall, wo man es mit schwingenden 
Systemen zu tun hat!). 

Im folgenden wird für eine Funktion p(w) die graphische Darstellung durch ihr Linien- 
bild’) © verwendet. Dabei ist p(w) der Abstand einer Geraden g, vom Nullpunkt 0, « der 

Polarwinkel dieses Abstandes. Das Linien- 
Ne bild € ist die Umhüllungskurve der Geraden 9,. 
\ Es gelten die in Abb. 1 angegebenen Be- 
Ye \ ziehungen. 
\ Ks sind alle Größen im Sinn des wachsen- 
Ar P den Winkels « positiv zu messen. In dieser 
| | W 7 Darstellung erscheint die harmonische Schwin- 
ER U gung p=a-cos(u)-+b-sin(«) als Punkt mit 
Ir —h- \ . den rechtwinkligen Koordinaten a, 5b, die 
ont u Polarkoordinaten geben Schwingungsweite 
00; Aubr-nh BB: olu) 9 und Phase. Entsprechend ist die Funktion 
r-+a:-cos(u)+b-sin(w) durch einen Kreis 
Abb. 1. vom Halbmesser r dargestellt. 

Auf eine Masse m wirke eine elastische Kraft. Den Maßstab für die Zeit « wählen 
wir so, daß die Periode der elastischen Schwingung durch 27 gegeben wird. Es sei p(w) 
der Ausschlag von m, u —=0 die Gleichgewichtslage. Ferner wirke eine konstante Dämpfung R 
von der Art der Gleitreibung. 

Nun soll untersucht werden, wie sich dieses schwingungsfähige System unter dem Eın- 
uß einer periodischen Störung verhält, und zwar verfolgen wir hier nur den Resonanz- 
fall, wo die Störung den Takt 27 der Eigenschwingung hat. Es soll von der Phase « = 0 an 
eine konstante Kraft AK während der Störungszeit « wirken und dann vom Augenblick u = «a 
an bis zum Schluß der Periode 27 aussetzen, worauf sich alles periodisch wiederholt. Ge- 
sucht wird der Bewegungsverlauf, also das Linienbild der Funktion p (w). 

Bezeichnungen: 

ı« Zeit, gerechnet vom Einsetzen der Störung an und in der Einheit, in welcher 
die Eigenperiode 27 ist. 
N Größe der störenden Kraft. 
R Größe der Gleitreibung. 
a Wirkungszeit der Störung. 
RIK o. 
p a JT, 
() Ableitungen nach «. 

Jede der entstehenden Bewegungen hat die Eigentümlichkeit, daß sie möglicherweise 
an einer Umkehrstelle dauernd oder auch nur zeitweise zum Stillstand kommt, weil dort die 
Gleitreibung durch Haftreibung ersetzt wird. Wenn wir den Grenzwert der Haftreibung zur 
Einfachheit gleich der Gleitreibung R setzen, gilt für jene Stellen 

p 0 RK pi<R bzw. p <R en 4 re tie Shih 
Je nachdem der Stillstand während der Wirkungszeit der Störung oder außerhalb derselben 
eintritt. Wenn K<2R, so überdecken sich die durch (1) bestimmten Gebiete. 


'!) Vel. E. Meißner: Graphische Analysis vermittelst des Linienbildes einer Funktion, Kommissionsverlag 
Rascher & Cie, Zürieh 1932. 
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{. Der Fall kleiner und mäßig großer Reibung. Wir betrachten vorläufig den inter- 


ssanteren Fall 


K>2 R; 


») 
setzen also: 20 <1. . ». » 2 2 2 20 ee... 6 


voraus. Eine Stillstandsstelle während der Störungszeit fällt im Linienbild in das Kreis- 


seement @G, (Abb. 2) 
| K—R: 


Bu a 


ine außerhalb der Störungszeit stattfindende, in den konzentrisch im Innern liegenden 


Vollkreis @, 
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(4). 


-710) 





+) 


Abh. 


Wir nennen diese zwei Gebiete G,, @, die Giefahrzonen (für das Eingefangenwerden 

.n .. ® hd ’ . z - r r R ’ 
von m). Eine Bewegung heiße gefährdet, wenn sie zum mindesten einmal eine Zeitlang 
um Stillstand kommt, dauernd eingefangen, wenn das zeitweilige Stillstehen in der 


;efahrzone kein Ende nimmt. Bewegungen heißen normal, solange sie nicht gefährdet sind. 
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Für die Bewegungsgleichungen gilt je nachdem eine der folgenden vier Formeln: 








p+ p” oO, K+-R) p' <<: 9<u <a 
»+pP"=0,=K-—-R pP >00; 0<u<sa 
p+tp”=o, I En p<0; asus?2n 
»tp =o,=-—-R » >00; asu<sP®n. 


Demnach besteht das Linienbild einer Lösung aus Kreisboren mit den Halbmessern o;. 
die sieh stetig und mit stetiger Tangente aneinanderreihen. Bei der Phase «—=0 geht einer 
der Radien o,, o, in o, oder o, über, bei u—=a umgekehrt. Wenn die Geschwindigkeit p’— 0 
wird (4lso an den Stellen, wo vom Anfangspunkt O0 aus eine Normale an das Linienbild © 
geht), wechselt o, mit o, bzw. o, mit 0,. 

Im folgenden betrachten wir besonders das Linienbild ©’ der Funktion p’(w). Es besteht 
aus den Mittelpunkten jener Kreise, die wir in der Reihenfolge, wie sie zeitlich durchlaufen 
werden, durch einen Zug von Vektoren miteinander verbinden (was wegen der Unbestimmt- 
heit von p” erlaubt ist). Zwei dieser Vektoren (Abb. 2) $t, und St, gehen parallel zu den 
Schenkeln des Winkels a bzw. 5 und haben die Länge K, die beiden andern dv, und vd, sind 
gegen 0 zu gerichtet und haben die Länge 2%. Die Reihenfolge dieser Vektoren ist nicht 
überall dieselbe. Sie ändert sich, wenn (Ü’ einen 
der Schenkel des Winkels a überschreitet. 

Die Gesamtverschiebung auf € während 
einer Periode ist durch den Vektor 


3 





vb= Ip D, 
DS Rn ' ‚7 2 


dargestellt, wobei 
e - ” 


„ \ 2 < Pr 


Fe 5 Un; | 


SL £ Der Vektor I hat die Länge 


T=2K-cos(pl2)=2K-sin(al2). . (6) 





Bi und geht parallel zur innern Halbierungslinie 
des Winkels p. 

u.“ Wir legen durch O0 ein rechtwinkliges 
| P a R Achsensystem (Abb. 3), die + «-Achse parallel 
u A zu 2%. Mit P,, Pi+>a... bezeichnen wir die auf- 
‚a | Fa : EBENE einanderfolgenden Anfangspunkte der horizontalen 
DE 777 a 77 RE" © Vektoren 8 in (*, mit «;. 9; ihre Koordinaten. 
mn Solange die Lösung normal verläuft, dürfen wir 

Abb. 3. yY; >0V voraussetzen ”). 


“ 


Mit den Bezeichnungen von Abb. 3 gilt jetzt: 
@i+2=; + T—2R(cos y; + cos yiz+ı); | _ 
. . h i (4 ), 
YMir+r Mi 2 Rd(sın Yi + sın Yi +1) Yı >yi+2 >yYi+4>... >0 
Die >, bilden eine monoton abnehmende Reihe positiver Größen. Sie konvergieren 
also gegen einen Grenzwert 7 0. Ferner konvergiert wegen 
2r-] 
Y . 
Y$ır=yı —2 R,) SINn Yyitr 
!=Vd 
auch die Summe 


HI. 
S=2 sin ji -r 


?=:d 
und hieraus folgt wieder 
Be 5 EN, rt a a N a 
r vs 
Von jetzt ab sind verschiedene Fälle auseinanderzuhalten. Wir bezeichnen sie, das 
kesultat vorweenehmend: 


l. Aufschaukelung | > > 
Il. Abklingen T—=2K-cos(Bl2) <4R bzw. sınal27 <2o. 
Ill. Periodischer Grenzfall | | 


?) Die Lösung gelangt in die Gefahrzone, wenn einer der Vektoren d;, da» den Anfangspunkt 0 im Innern enthält. 
Fir normale Lösungen liegt 0 vor der Spitze der d;, da. 
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Falll Aufschaukelune (Abb. 2). 
T—-4R=Öd>0. 
Ks wird +2 — 6 = T—2Rl(eosy;+cosypi+) >T—4R=0. 


In der Riehtung der +.r-Achse schreiten demnach die P; in Schritten größer als o 
vorwärts. Weil gleichzeitig die P; sich dieser Achse nähern, so wird das Linienbild von U 
nit wachsender Zeit in denjenigen Winkelraum von 5 abwandern, nach dem I hinweist, vor- 
ıseesetzt, daß es sich um eine normal bleibende Lösung handelt. Wegen (5) kann der 
Index © so groß gewählt werden, daß ecos(y;/2) > sin (yj/2). 

Alsdann gilt: 


J 4 
| RT .. I \” | 
. > ı . % . > . 
sin? | = 5 sıny;; N; \ sın“ (' ) \ \ sın (yi-+r) a0; 
u “es re = A —— ns 
’=V—) 1 0" 
In | Yn | 
Y rn rg \ Y 
irn 4 2 R, cos(yi+r)TN I ru A I IM) re = (1 cos Yi+r) 
’=V0— ) 1 
2n—]1 in. 
. - ! ! f 4 vw“ 
N; no IR \ Sım“ (‘ 5 "; no 1 RS; I; no, 
7 [5 -- 
mt 4; %; 7 IR Si , 
: COS Yy; Yi+?2ı | 
sın (yi r) >cosyi- tgyfi+2 cos Yyı ' 01. 
0; 7 er 7 
sin (yi+2r +1) Sın (Yyi +27) 
I I FT. I 
Y ” ’ | ; | 
\ sın (Yi-tr) 2 \ sın (yi -2r) -7.cos(y;)' \ -n.cos(y;) \ j 
a — i — ——— JIi + 2ı EEE A; ro 
] 1) =) f | 1 | 


(anz links steht eine konvereente Summe. zanz rechts eine divergente, woraus zu 

schließen ist 

im y„,=n=®. 

r=o 
ls konvergieren also alle normalen Streckenzüge €’ nach gestreekten Linienzügen, «ie 
auf der +.x-Achse liegen. Diesen entsprechen Restlösungen Z” (Abb. 2), die nach ge- 
nügend langer Zeit praktisch allein übrigbleiben. Der Einfluß der Anfangsbedingungen ver- 
schwindet. Die Restlösung schaukelt sich zu immer stärkeren Schwingungen um die Nullage 
a—ı 

») 


dazu verschobene, die also von der Wirkungszeit abhängt. Die Zunahme der Aufschläge pro 
Periode ist stets dieselbe und gleich ü 


ö—- T—-4R=2Ksın (al2)—4R. 


auf. Die Umkehrstellen haben alle dieselbe Phase bzw. eine um eine halbe Periode 


Fall Il. Abklıngen (Abb. 4). 
e=4R-—-T>0. 


Aus (7) folgt, daß, immer zunächst normal bleibende Lösungen vorausgesetzt, für 
Punkte P; mit negativem «; die «; bei jeder Periode wachsen um Beträge, die größer als T 
sind. Der Linienzug 0’ geht also, sofern er die Gefahrzone vermeidet, einmal auf die positive 
Seite der .r über. Ferner aber gilt für genügend großes i: 

2n—] 
“4m =m; —n(AR—-T)+2RL(M-csy)<ui—ne+t4RS® .... 0. 
r—=V) 

Bliebe die Lösung immer normal, so müßte der Linienzug (” später also wieder auf 
lie Seite des negativen x übergehen, und es könnte sich höchstens um eine Lösung handeln, 
deren C'-Linienzug hin und her pendelt. Weil aber dabei die 4; immer abnehmen würden, 
so würde C’ einmal im Winkelraum von «a, in dem die + -Achse liegt, verlaufen. Er kann 
ıber nach (9) nicht unendlich lange darin verweilen, muß demnach schließlich den Durch- 
range durch O0 nehmen. Das bedeutet aber, daß die Umkehrstelle, die auf dem O0 enthaltenden 
Vektor d liegt, ins Innere der Gefahrzone @G, zu liegen käme, also vorübergehend zum Still- 
‘tand gelangen würde. Keine Bewegung kann dauernd normal bleiben. 
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Auch in diesem Fall existieren Restlösungen L**, an die sich die übrigen Lösungen an- 
nähern, solange sie nicht steekenbleiben. Die Vektoren T, d,, d, liegen für sie auf der + .-Achse, 
über die Phasen der Umkehrstellen ist ähnliches zu sagen wie im Fall I. Die Ausschläg: 
nehmen aber jetzt um konstante Beträge pro Periode ab. 1** ist in Abb. 4 dargestellt. 





2 
| Di 
| 
I \ 
j „> = x 
— A N 
/0AH \ 
' = } 
N au V. R 
} 
4 i 
u J N 
R (0) ” 
f 
R 1 
/ I} 
/ f| 
- 
i al | 
’ 
Ä HL, 
4 aan! " va 

‘NNH YA u 

INNI { 

l N v 
SH ! A | 
— —# J 7/0) 

\bb. 4. 
Fall Ill (Abb. 5a. >b). 
Sn T. 


Aus der Beziehung (9) folgt in diesem Falle, daß die .x gegen den Wert #;—+ RS;* kon- 
vergieren, der von den Anfangsbedingungen abhängig ist und nach früherem auf der posi- 
tiven „«-Achse gelegen sein muß. Das Linienbild €’ jeder normalen Bewegung nähert sich 


also unbegrenzt der auf der -+ «-Achse gelegenen Doppelstrecke von der Länge T. Ihr ent- 
sprieht eine periodische Lösung 2***, deren Linienbild in Abb. 5a für a<7x und in Abb. 5b 
für «> angereben ist. Es ist dort auch noch die Annäherung einer beliebigen Lösung an 
die periodische dargestellt. Mit wachsender Zeit werden alle normalen Bewegungen mehr 


und mehr periodisch. 


Nicht durehwege normale Lösungen 

Wir betrachten jetzt das Verhalten einer Lösung innerhalb der Gefahrzonen @,, @,. 
Dabei sind besonders die Fälle IT und III von Wichtigkeit. Denn es ıst leicht einzusehen, 
daß eine ein oder mehrere Male zum Stillstand gekommene Bewegung ım Fall I immer 
wieder aufgeschaukelt wird und nach Passieren der Gefahrzone in eine normal bleibende 
l,ösung übergeht (Abb. 6). 

Dauernd eingefangene Lösungen der Fälle II und III können nicht zum dauernden Still- 
stand kommen, da sich wegen (2) die Gefahrzonen G, und @, nirgends überdecken. Sie 
konvergieren vielmehr, wie wir zeigen werden, gegen periodische Lösungen, mit denen wir 


uns zunächst beschäftieen wollen. 
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Fall ıl. Wir müssen hier zwei Unterfälle unterscheiden : 
Fall la 0<a<n. 


Nehmen wir an (Abb. 7), die Bewegung sei im Gebiete G,, dem Kreis vom Halb- 
esser R, zum Stillstand gekommen, etwa in A, im Abstand 2, von ©. Das Linienbild © 
\eibt dann zunächt ein zu O konzentrischer Kreisbogen A,.4, mit diesem Halbmesser z, 
ım Punkte A,, wo die Störung und damit die Bewegung wieder einsetzt. Der weiteren Be- 
vezung entspricht der Bogenzug A, 4,A,B,B,, der zu der neuen Stillstandsstelle B, bzw. 
R,B, zurückführt, welcher ein Abstand z, von 0 entsprechen möge. Jetzt entnimmt man 
em Dreieck OU D der Abb. 7, das die Seiten ÖOD=K,C0O0=K -R und DO=3R-—: 
esitzt: 


bis 


2, 
(RK 2” + K’—-2K(K— R—2).cosa=(dR — 2,” . . . » . (MO). 


h zu setzen, 


Soll eine Lösung periodischen Charakter haben (LP, Abb. 7), so ist 2 
Man findet für (= z/K 


Io° (1 o)(l COS 4) 


to (l cos Aa) 
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Aber dabeı ıst Voraussetzung, daß die zusammenfallenden Punkte z,, z, in den Kreis 
vom Halbmesser A hineinfallen. Man hat also 


#) E OD, 


und «diese Forderung reduziert sich, da der Nenner wegen (2) positiv ist, auf 
(1 cosa)tl 20)>0; cosa | > Er ee 3 


Von diesen ist die erste nach (2) stets erfüllt, die zweite ist identisch mit sin {al2)<2o, 
sie sagt also aus, daß diese periodische Lösung nur für die früher unterschie- 
denen Fälle II und III auftritt und im Falle der Aufschaukelung nicht besteht. | 
Was geschieht nun mit einer Bewegung, die von z, im Kreis @G, ausgeht und nach 
einer Periode nach z, gelangt ist? 
Sie wird, wenn die Größen z; kleiner als AR bleiben, in den späteren Umläufen zu z,, 
?,... hinführen, von denen jedes folgende z auf analoge Weise aus dem vorhergehenden entsteht. 
Wenn man die Größen I; = 2;/x, Öi+1=Zi+ıK In einem rechtwinkligen Koordinaten- 
system deutet, so liegen die durch dieses Iterationsverfahren gewonnenen Punkte 0;1{,, +1) 
(Abb. S) nach (10) auf der dureh 


G;to—(l—cosa)’ +sma=(80o—Ü+rH) . . :...0.(13 
vergebenen gleichseitigen Hyperbel. 
/ ‘] 
I 7 
7) { Z 7 
«x 
Abb. Sa. Abb. Sh. 


Wenn etwa zunächst die Bedingung sina>2o erfüllt ıst, so bleiben alle I; absolut 
kleiner als o, und es zeigt dann die Abb. Sa, daß die durch Iteration erzeugten Punkte 9; 
alle gzexen einen Punkt ©, die Schnittstelle der 45"-Linie durch 9 mit der Hyperbel monoton 
konvergieren, d. h. gegen den Punkt, der der rein periodischen Bewegung (11) entspricht. 
Alle zum vorübergehenden Stillstand gekommenen Bewegungen nähern sich in diesem Falle 
der in Abb. 7 mit LP bezeichneten Bewerung. 

Wenn dagegen die Bedingung sina>2o nieht erfüllt ist, so können die {; wohl aus 
dem Intervall -o...-+0o herausfallen, an das sie gebunden sind. Wenn dies zum erstenmal 
für £, geschieht, so liegt dann zwar die zugehörige Umkehrstelle 7’, außerhalb der Gefahr- 
zone G,, aber es ist zu beachten, daß der Punkt m dann und gerade nur dann schon eine 
halbe Periode vorher steckengeblieben ist an einer Stelle U,, die von O den Abstand 
-,—20o| hat. Das bedeutet, daß man das in Abb. Sa dargestellte Verfahren zur Ermittlung 
der weiteren Bewerung, wie Abb. Sb zeigt, zu ergänzen hat: sobald das [, zum erstenmal 
erößer als o wird, hat man das folgende I, , mittelst der 45°-Linie Pb statt mit Oa zu 
ermitteln und so fortzufahren, bis die [ wieder ins ursprüngliche Intervall hineinfallen, worauf 
die alte 45°-Linie Oa wieder zu benützen ist. Dem Wechsel der 45°-Linie entspricht der 
Wechsel der Nullstellen U, und U,. Beide Nullstellen fallen übrigens außerhalb der Störungs- 
zeit. Abb. Sb zeigt, daß das modifizierte Iterationsverfahren wieder gegen die periodische 
lösung konverglert. 


FallIIb. z<a<?2n. 


Hier liegen die Verhältnisse ähnlich, nur fallen jetzt die Stillstandszeiten in die Störungs- 
zeit. Irgendeine Lösung sei in A, (Abb. 9) zum Stillstand gekommen. Beim Aussetzen in 
1, kommt m wieder in Bewegung. Das Linienbild 4,4,4,4,B,b, gelangt auf B,PB, wieder 


zum Stillstand. 
Ks sei: 0A, =04 


!, 0B,= ©B,= #, usw. Das Dreieck VCD hat die Seiten: 


l 1 ? 


OD=1 R; CD=K; 0C0=3R-—K-!t,. 


l 
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somit Ist: 
3.R— K-+t,”= (t, - R”’+K?’—2Kl(t, -R):-cosa . . . .. 0.0. (14). 


Wir setzen 7; = #;/;K und haben für die periodische Lösung r, =1r,--r. 


30 0o’—+0ocos a 


1 
T _ — 
Io —nH cos a) 


Der Nenner ist wegen (12) größer als 
oil -2o), also nach (2) positiv. Das z muß, 


damit die Stillstandsstelle in die Gefahrzone @, 
hineinfällt, der Forderung 


| u 2 a ee 


oenügen. Dies gibt 


(| cos all 20) U) und S0° | cosa, I 


Die erste Bedingung ist stets erfüllt, die 
zweite für die Fälle II und III charakteristisch. 
Diese periodische Lösung LP ist ın Abb. 9 
dargestellt. 

Das Verhalten der beliebigen, von A, (r,) 
auseehenden Lösung Z ist durch die Beziehung 
(13) bestimmt, die wir folgendermaßen schreiben : 


1-8 0 





(„+30 1)? (T, 0 os a” + sın? a. 

Im reehtwinkligen r,, r, , ,-System gedeutet, gibt dies wieder eine gleichseitige Hyperbel 
(Abb. 10a), und das Iterationsverfahren, durch das die r, entstehen, konvergiert wieder gegen 
den Schnittpunkt von Hyperbel mit 45°-Linie, vorausgesetzt, daß alle r, ın das Intervall (14) 
hineinfallen. Wenn das nicht der Fall ist, so gehört zwar zum ersten herausfallenden r, 
eine Umkehrstelle 7, außerhalb der Gefahrzone, die dann keine Stillstandsstelle wird. Aber 
wieder zeigt sich, daß gerade dann und nur dann der Punkt eine halbe Periode vorher in 
der Gefahrzone @, in U, steckengeblieben ist, so daß für das Weitere nieht von U/,, sondern 
von U, auszugehen ist. Für die Konstruktion (Abb. 10b) heißt das, daß die Rolle der Winkel- 
halbierenden Oa durch die 45°-Linie des Punktes P$0,2(1 - o)} zu ersetzen ist. Die Abb. 10b 
zeigt, daß die Iteration dann wieder auf den Schnittpunkt zuführt, der der periodischen Lösung 
entspricht. Die Konvergenz aller eingefangenen Lösungen gegen die periodische ist also wieder 
gewährleistet. 


+0 


0 
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Abb. lva. Abb. 10b. 


Zusammenfassend ist festzustellen, daß im Fall II jede beliebige Lösung abklingt und 
sich asymptotisch der eindeutig bestimmten periodischen Lösung nähert. Diese hat die Eigen- 
tümliechkeit, während eines Teiles der Periode in Stillstand überzugehen. 


Fall Ill. Er unterscheidet sich von dem vorigen nur dadurch, daß die Ungleichung 
durch die Gleichung ersetzt wird. Während der Stillstandszeit befindet sich der bewegte 
Punkt m in der Grenzlage gegen Gleiten. Die periodische Lösung reiht sich als letzte den 
periodischen Lösungen außerhalb an (Abb. Ila und I1b bzw. 5a und 5b). 
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\bb. Ila. Abb. Ilh. 


2. Der Fall sehr großer Reibung. 2R > K. Wir skizzieren nur kurz die hier notwendigen 
Überleeungen. Die Bedingung II ist erfüllt, die Fälle I und III kommen nieht vor. Die 
lösungen klingen also alle ab und kommen alle in die Gefahrzone, die jetzt aus einem ein- 
fach zusammenhängenden Gebiet besteht. Die beiden Zonen @, und @, überdeeken sich aul 
einem Ringausschnitt von den Halbmessern R und K— R. Jede in G, steckengebliebene 
Lösung, die sich überhaupt wieder in Bewegung setzt, kommt auch in G, zur Umkehr. Ge- 
schieht dies letztere im Abstand 2, vom Nullpunkt, so gilt die Beziehung (13), die wir wie 
[rüher geometrisch deuten (Abb. 12). Die dem gemeinsamen Gebiete von G, und @G, ent- 
sprechenden, in Abb. 12 auf der Abszissenachse schraffierten Intervalle enthalten die Lösungen, 
die von Anfang an im dauernden Stillstand 
verharren. Sıe sind mit O0 bezeichnet. Im 
schraffierten Streifen S, liegen diejenigen 
Ordinaten, welche zu Lösungen gehören, 
die nach einem Umlauf dauernd stecken- 
bleiben (Intervall 1), und zwar ın den 


‘- 0 früher mit 7, bezeichneten Umkehrstellen. 

0 Im darüberliegenden Streifen S, derselben 

> Breite liegen die um eine halbe Periode 

verschobenen Umkehrstellen 7,, die sich 

als dauernde Stillstandsstellen erweisen 

| on \ Da der Schnittpunkt M der früher be 
Zi schriebenen 45°-Linie Pb mit der Hyperbel 


die Koordinaten (1 -o), (#0 1) besitzt, 
so fällt jede Lösung (z. B. ım Intervall 3) früher oder später ın eines dieser Gebiete und 
kommt also zu dauerndem Stillstand. 
Alle Lösungen klingen sonach gegen eine Ruhelage ab, die sich in der Nähe des Null- 
punktes befindet. 


Zusammenfassung der Resultate. 

I. Mäßıgze bis kleine Reibung, 2R<K. 
Je nach der Länge der Wirkungszeit a der Störung existieren folgende drei Fälle: 
I. A-sinal2 >2R. 

Alle Lösungen schaukeln sieh ins Unendliche auf, indem sie sich einer ein 
[achen Grenzlösung L” asymptotisch nähern. 

Il. X-sınal?2?<2R. 

Alle Lösungen klingen ab, nähern sich außerhalb der Gefahrzone einer Rest- 
lösung 1°* und mit ihr einer eindeutig bestimmten periodischen Lösung, die 
während gewisser Zeiten innerhalb jeder Periode anhält. 

Ill. AY-sindJ2=2R. 

Es gibt unendlich viele periodische Lösungen. Jede Bewegung nähert sich 

asvmptotisch an eine derselben an. 


’ 


> «roße Reibune. ?2R>K. 


\lle Bewegungen klingen ab und kommen in der Nähe des Nullpunktes zum dauern 
den Stillstand, es 
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Über die Umströmung eines Hindernisses in idealer Flüssigkeit. 


Von R. vr. Mises ın Istanbul. 


Tnter den vielen neuen Ereebnissen, um die Ludwie Prandt| dem diese Zeilen 
eewidmet sind die Mechanik bereichert hat, wird die Entdeekune der Gleitschiehten 


 zähen Flüssigkeiten stets als eines der wertvollsten angesehen werden. Man weiß heute, 
laß es sich hier um ein asymptotisches Integral der Navier-Stokesschen Gleichungen 
handelt, das die laminare Strömung ın der infinıtesimalen Umgebung einer regulären Stromlinie 
Jarstellt. Zu den Voraussetzungen, unter denen diese Strömung eintritt, gehört es, daß die 
(Geschwindigkeit groß genug ist, um die Annahme einer unendlich großen Reynoldsschen 
/ahl zu rechtfertigen, aber nieht so groß, daß die Bewegung in Turbulenz umschlägt. 

Von allem Anfang an ist versucht worden, die "Theorie der Gleitschicht zur Erklärung 
ler Vorgänge bei der Umströmung eines zylindrischen Hindernisses heranzuziehen. Schon 
eine rein qualitative Überlegung zeigt, daß die Flüssiekeitsteilehen, die am Hindernis streifen. 
Auf ihrer einen Seite gebremst werden und dadurch in Rotation kommen. Die Prandtlsche 
Interration liefert, wie man weiß, einen Anhaltspunkt dafür, daß solche Teilchen sich vom 
Rand loslösen und in das Innere der Strömung eindringen, womit also eine Erklärung für die 
Wirbelbildune hinter dem Hindernis gefunden wäre. Es ıst aber klar, daß man aus einem 
Intereral, das für einen unendlich schmalen Randstreifen gilt, nicht viel über den allgemeinen 
Verlauf der Strömung im Innern der Flüssigkeit erschließen kann. Überdies wird ja auch 
bei der Integration in der Gleitschieht die Kenntnis des äußeren Druckverlaufs vorausgesetzt, 
d. h. man muß schon mit einer quantitativen Annahme über den Bewegungszustand im 
Großen in die Rechnung einzehen. Der Versuch, aus der Annahme ungestörter Potential- 
strömung vor dem Körper die Entstehung der Wirbel hinter dem Körper abzuleiten, kann 
nicht als gelungen bezeichnet werden. 


Ich möchte nun im folgenden einige Bemerkungen machen, die vielleicht geeignet sind, 
den Untersuchungen über die Umströmung eines Hindernisses eine andere Riehtung zu geben. 
Was ich unter Zusammenstellung einiger an sich bekannter Überlegungen hier kurz 
andeuten will. ist dies: Es läßt sich der Umströmungsvorgang, wie er erundsätzlich beobachtet 
wird, mit Potentialbewegung vor und Wirbelstraße hinter dem Hindernis, vollständig im 
kahmen der Theorie idealer Flüssigkeiten, also ohne jede Bezugnahme auf die 
/ähiekeit darstellen. Unsicher ist nur, bei dem heutigen Stand unserer Kenntnisse über die 
Integrale der Eulerschen Gleichungen, ob man in diesem Rahmen zu einer eindeutigen 
Bestimmung der Bewegung gelangen wird. Es wäre denkbar aber ich vermute es nicht 
daß der Zähiekeit etwa die Rolle zufällt, die die Heranziehung der Elastizitätsbetrachtung 
bei gewissen Gleichgewichtsproblemen spielt, indem sie diese „statisch bestimmt“ macht. 
Wahrscheinlieher ıst, daß dureh Stabilitätsuntersuchungen bestimmte Integrale ausgezeichnet 
werden können. ‚Jedenfalls wird man vorerst noch genügend damit zu tun haben, die Be- 
weeunesformen, die im foleenden skizziert werden, im einzelnen zu studieren. 





1. Allgemeine Grundlagen. Kiner Erklärung der Umströmungser- 
scheinungen auf dem Boden der Theorie idealer Flüssigkeiten steht in erster 
linie eine weit verbreitete mißverständliche Auffassung der Helmholtz- 
schen Wirbelsätze gegenüber. Obwohl schon oft darauf hinzewiesen wurde, 
muß hier wiederholt werden: Helmholtz hat gezeigt, daß die Zirkulation 
auf einer geschlossenen Kurve, die dauernd aus denselben Teilchen im 
Innern einer Flüssiekeit besteht, unverändert bleibt. Daraus kann nichts 
über die Rotation eines Teilchens geschlossen werden, das in irgendeinem 
Augenblick zwischen den beiden der Beobachtung unterworfenen Zeitpunkten 
nit der festen Begrenzung in Berührung gekommen ist. Man kennt ja auch Abb. 1. 
ein klassisches Beispiel für eine derartige Entstehung von Wirbeln in der 
sog. unstetigen Helmholtz- Strömung. Hier ist, bei der Umströmung einer ebenen 
Platte, Abb. 1, die Zirkulation null für jede Kurve 4A, die ganz auf der Anströmungs- 
seite verläuft, während es offenbar Kurven B hinter der Platte mit nicht verschwindender 
/ırkulation gibt. 

Eine zweite, ebenfalls verbreitete, irrtümliche Ansicht ist die, daß Trennungsflächen, wie 
sie Abb. 1 zeigt, in der idealen Flüssigkeit nur an scharfen Kanten, nicht aber bei ab- 
gerundeten Körpern, auftreten können. Richtig ist lediglich, daß beim Vorhandensein scharfer 
Kanten Strömungen ohne Trennungsfläche unmöglich sind, weil sie die Bedingung positiven 
Druckes nicht erfüllen. Aber durch die Untersuchungen von T. Levi-Civita und 
M. Brillouin sind längst Beispiele für die unstetige Umströmung beliebig geformter Zylinder 
segeben worden. Neuerdings ist es auch gelungen, die Verhältnisse am Kreiszylinder näher 
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aufzuklären, wenn auch noch nicht alle mathematischen Fragen restlos bereinigt sind'). Es 
kann als festgestellt gelten, daß es hier eine kontinuierliche Schar verschiedener Umströmungen 
oibt, von denen jede durch eine besondere Ablösungsstelle gekennzeichnet wird; diese Stellen 
liegen etwa zwischen 55° und 120° auf dem Kreisumfang, vom Staupunkt aus gerechnet. 

In Ergänzung dieser Ergebnisse sprechen wir nun aus: Es gibt für einen Querschnitt 
von beliebig abgerundeter Gestalt im allgemeinen drei prinzipiell verschiedene ebene Um- 
strömungsformen der idealen Flüssiekeit, und zwar 1. die stetige Strömungsform, die im 
oanzen Bereich (außerhalb des Hindernisses) rotorfrei ist; 2. die sog. unstetige Strömung mit 
einer (evtl. mehreren) sich vom Körper ablösenden Wirbellläche; 3. eine Strömungsform, bei 
der sich vom Körper an einer oder mehreren Stellen isolierte Wirbellinien (Wirbelpunkte) 
ablösen, die hinter dem Körper eine „Wirbelstraße* bilden (Abb. 2). 
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In keinem dieser drei Fälle ıst die Lösung dureh die üblichen Randbedingungen ein- 
deutie bestimmt. Im ersten Fall bleibt ein Parameter, die Zirkulation um das Hindernis, 
unbestimmt. Im zweiten kann die Ablösungsstelle der Trennungsfläche ein Kontinuum von 
lagen annehmen. Für den dritten Fall lassen sich die Freiheitsgrade noch nicht genau an- 
veben: es ist aber zu vermuten, daß sowohl die Ablösungsstelle wie die Teilung, d.h. der 
zeitliche und örtliche Abstand der Wirbellinien, noch in gewissen Grenzen schwanken können. 

Die Kirmäansche Theorie der Wirbelstraßen —- einer der sehönsten Fortschritte in der 
Theorie der idealen Flüssigkeit hat gezeigt, daß man innerhalb einer Schar von Lösungen 
der Eulersechen Gleiehungen, durch Heranziehung «des der Punktmechanik entlehnten 
Stabilitätsbeeriffes. eine eewisse Auswahl treffen kann. Man wird es daher, wie eben er- 
wähnt, nieht als unmöglich ansehen dürfen, daß die Vereinigung von vollständigen Rand- 
beilineuneen und Stabilitätsbetrachtungen vielleicht zu einer eindeutigen Bestimmung einer 
Umströmungsform des dritten vorgenannten Typus führen kann. 

2. Mathematischer Ansatz. Es seı ein geschlossener Umri&ß ın der .--Ebene gegeben, 
ohne Spitzen, den üblichen Regularitätsbedingungen genügend. Nach bekannten Sätzen der 
"unktionentheorie existiert eine und nur eine Strömung, die im Außenraum des Umrisses 
überall regulär ist und ein eindeutiges Potential besitzt, während die Geschwindigkeit im 
Unendliehen parallel der positiven #-Achse und dem Werte nach gleich einer Konstanten e 
ist. Das komplexe Potential dieser Strömung heiße W,(z). Ferner gibt es genau ein komplexes 
Potential W, (2), dem eine im Außenraum überall reguläre Strömung von der Zirkulation | 
mit im Unendliehen verschwindender Geschwindigkeit entspricht. Darnach ist 
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mit beliebigem €, die allgemeinste Form, in der eine im Außengebiet reguläre Strömung dar- 
vestellt werden kann. 

Die Greensche Funktion des Außenraumes der gegebenen Kontur liefert eine Strömung, 
die in einem Punkte z,= .r,—+ i 9, eine logarithmische Singularität besitzt, längs der Kontur 
die Randbedingungen erfüllt und im Unendliehen verschwindende Geschwindigkeit aufweist. 
Das zugehörige komplexe Potential läßt sich in der Form 
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anschreiben. Für den Kreisbereieh werden wir im folgenden die Funktionen W,, (2), W, (z) 
und Witz, 2,) explizite angeben. Sie sind damit auch für jeden Bereich, dessen Abbildung auf 
den Kreisbereieh bekannt ist, bestimmbar. Nur ist natürlich zu beachten, daß die Trans- 
formation, an den beiden Teilen von (2) ausgeführt, nicht unmittelbar die beiden neuen Be- 
standteile, sondern zunächst nur die richtige Summe liefert, die entsprechend zerlegt werden muß. 

Wir nehmen nun an, daß sich an zwei Stellen des Hindernisses Wirbel ablösen und so 


zwei Wirbelreihen entsteben (Abb. Ze). In irgendeinem Zeitpunkt f seien die Ortsvektoren der 


!) Verj. insbesondere die Arbeiten vonC.Schmieden, Ingenieur-Archiv I, 1929, 104; 3, 1932, 356 und 5, 10934, 375. 
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Wirbel der einen Reihe 2, (t), 2,(t), 2,(f)... die der andern 2, (H, 2, (N, 2, (f)... Die Wirbel- 
stärke der ersten Wirbelreihe sei C, die der zweiten . Das komplexe Potential der ge- 
samten Strömung ist nunmehr: 

& h z < ’ ; r r ’ 
We)=W,(@)+C,W, (+5: \ log nat _ +6 \ IW(z,2,) — Wiza,2,)]| . . ®). 
EEE —#, 
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In dieser Formel sind die beiden Konstanten € und ©, unbekannt und die z,, 2, stellen zwei 
Reihen von unendlich vielen unbekannten Funktionen von f dar. Nimmt man an, daß der 
Umriß eine Symmetrieachse parallel der #-Achse besitzt, so kann man eventuell €, = 0 setzen. 


Zur Bestimmung der unbekannten Funktionen z,(f) und z,'(f) dienen nun zwei Reihen 
von unendlich viel gewöhnlichen Differentialgleichungen. Diese erhält man aus der bekannten 
Bedingung, daß die Fortpflanzungsgeschwindigkeit dz,/dt eines Wirbelpunktes gleich ist der 
aus dem komplexen Potential der Gesamtströmung für die Stelle z, errechneten Geschwindig- 
keit, wenn bei der Summation auf der rechten Seite das Glied log nat (z - 2z,) fortgelassen 
wird (Summationszeichen 2°). Man hat sonach, wenn das Überstreichen den Übergang zum 
konjugierten Wert und der Akzent bei W,(z), W,(z) und W(z,z,) die Differentiation nach 2 
bezeichnet: 
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Auf den rechten Seiten stehen, wenn man von den beiden Parametern €, und € absıeht, nur 
bekannte Funktionen der z,, 2,. In Real- und Imaginärteil zerlegt, liefern diese Ansätze 
vier Reihen von unendlich vielen gewöhnlichen Differentialeleichungen erster Ordnung in 
expliziter Form für die vier Variablenreihen .,, 9, 2, 1» = 1,2,3,...). Das Zeichen 27 
bedeutet, wie erwähnt, daß bei der betreffenden Summation das Glied mit dem Index «= r 
fortzulassen ist. 


Zur Konstanten-Bestimmung in den Lösungen der Differentialgleichungen (4) dienen die 
folgenden Bedingungen: 


I. Zur Zeit £=V0 hat z, einen Wert z,, der einer (als gegeben vorausgesetzten) Ablösungs- 
stelle auf dem Umriß des Hindernisses entspricht; 2. für einen Zeitpunkt 7 (Periodenlänge) 
gilt 2,(T)=2,+,(0) für v—=1,2,3,...; 3. für einen Zeitpunkt 4,<T ist z, gleich einem 
(vorgegebenen) Wert z,' entsprechend der zweiten Ablösungsstelle auf dem Umriß; 4. schließlich 
ist 2, (u, + T)= 2’,+,(t,) für alle v»=1,2,3,... Durch die Bedingungen (2) und (4) wird die 
Periodizität der Bewegung sichergestellt. 

Die Verkettung von gewöhnlichen Differentialgleichungen durch eine Periodizitäts-Über- 
gangsbedingung stellt ein neuartiges Problem der Analysis dar. Man kann ihm eine etwas 
andere Form geben, indem man von jeder der beiden Reihen nur je einen Wirbelpunkt ins 
Auge faßt und seine Bewegung durch unendliche Zeit hindurch verfolgt. Die Gl. (4) liefert 
dann die Geschwindigkeit dieser Punkte zur Zeit t in Abhängigkeit von der Lage der Punkte 
in den Zeiten t+T, t-+2T,.... Das Problem erhält so den Typus zweier simultaner 


[unktionaler Differentialgleichungen. 


3. Kreisförmiges Hindernis. Für den Kreis lassen sich, wie schon erwähnt, die dreı 
Funktionen W,(z). W,(z) und W(z, z,) explizite angeben. Wir setzen fest, daß der Mittelpunkt 
des Kreises im Anfangspunkt hiegt und sein Radius gleich eins ist. Dann hat man 
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Diese Lösungen sind geläufig. 
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Auch die Greensche Funktion W(z,z,) läßt sich in bekannt einfacher Weise, durch 
Spiegelung des Wirbelpunktes an dem Kreis herstellen. Ist 2, der konjugiert komplexe, also 
l:2, der Spiegelwert zu z,, so hat man zu setzen 


| 
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Die einzige Singularität dieser Funktion liegt in 2=1:z,, also im Innern des Kreises. Die 

"unktion ist im Außenraum überall regulär, und ihre Ableitung verschwindet im Unendlichen. 

Der Ausdruck (2) lautet jetzt: 


| s— 2, . 
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2 ni zu —1 
und man sieht, daß der Logarıthmand für z== e’*+(y reell) den Betrag I annimmt, der Real- 


teil des Logarithmus mithin verschwindet. Also erfüllt (7) die Bedingung, daß der Einheits- 
kreis eine Stromlinie ist. 


Um die Konvereenz der ın (3) auftretenden unendlichen Reihen sicherzustellen. wird 


man ım allgemeinen in (6) und (7) einen von 2 unabhängigen, nur von n abhängigen Summanden 
4, bzw. 4A, hinzuzufügen haben. Es lautet so (3), unter Weglassung des Gliedes €, W, (2) 
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um die Folge der Differentialeleichungzen (4) nımmt die Gestalt an: 
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Diese Gleichungen sind natürlich nur dann sinnvoll, wenn die in ihnen auftretenden 
Reihen konvergieren. Die Konvergenz hängt davon ab, wie sich die Koordinaten z, und z,' 
für wachsende » verhalten. Den Beobachtungen entsprechend nehmen wir an, daß die beiden 
Wirbelreihen asymptotisch in eine Kärmänsche Wirbelstraße übergehen, d. h. in zwei gegen- 
einander versetzte Parallelreihen äquidistanter Wirbel. 


Um die Konvergenz für diesen Fall zu erweisen und gleichzeitige den im folgenden zu 
erörternden Näherungsansatz vorzubereiten, wollen wir die Summen in (8) und (9) für die 
Annahme einer einseitig ins Unendliche reichenden Doppelreihe äquidistanter Wirbel berechnen. 
Wir bezeichnen jetzt diese Wirbel, ohne Rücksicht auf etwaige noch sonst vorhandene, mit 
den Nummern 1,2,3,... bzw. 17,2°,3°,... Es ist dann 


r ’ 


2,=2,+(r—Ul, ner + — Di: 2:5 Eu (1o\. 


(eht man von der bekannten Detinition der Gammafunktion aus 
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so erhält man dureh einfache Reehnune mit 
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für den von den Parallelreihen herrührenden Anteil in (8) 
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Der Beitrag der Parallelreihen zu den Summen ın (9) beträgt für einen Punkt z, der 
mit keinem der jetzt betrachteten z, oder z, zusammenfällt, 
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| h wenn, wie üblich, die logarithmische Ableitung von /' mit y bezeichnet wird. Für einen 
- Wert 2=z, kommt die Weglassung des einen Summanden, wie man leicht ausrechnet oder aus 
Symmetriegründen unmittelbar einsieht, darauf hinaus, daß an Stelle des Ausdruckes y( v-+J), 
der unendlich würde, die endliche Größe y' (v) zu setzen ist. Also hat man in die erste, bzw. 
d). „weite der Gl. (9) einzuführen: 
)ie CC | 2, —2,\ l [?» 2, — | (? a —| | 
- ir) | „y . „y ) 
PR. 2nil|' I J Zy" au Zy” ei 2 
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Damit ist die Konvergenz aller auftretenden Summen für den Fall, daß die Wirbelreihen 
al- asymptotisch in zwei Parallelreihen mit derselben gleiehförmigen Teilung übergehen, erwiesen. 





tS- Der innere Grund für die Konvergenz liegt darin, daß jedes Paar nahe beieinander liegender 
entzerengesetzter Wirbel auf weitere Entfernung hin verschwindende Wirkung besitzt. 
rd In der Grenze für unendliches » gehen die beiden letzten Teile der Ausdrücke (14) zufolge 
en des Nenners 2,” gegen Null. Es bleibt nur der unmittelbare Einfluß der Parallelreihen 
(z) | ohne den der Spiegelbilder übrig. Leicht ist zu sehen, daß dieser Einfluß, für v»>»x gleich- 
kommt demjenigen, der von einer beiderseits ins Unendliche reiehenden Kärmänschen Wirbel- 
straße an jeder Stelle ausgeübt wird. D. h. also, wenn wir etwa 
S ), j 
a R 
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annehmen, daß die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der unendlich entfernten Wirbelpunkte die 
Richtung der positiven „-Achse und die Größe 
Ü ch 
N c 57tang hyp ] (16) 
besitzt. Ebenso ist schon von J. L. Synge gezeigt worden, daß die einerseits ins Unendliche 
reichende Wirbelstraße zu demselben Ausdruck für die auf den Körper ausgeübte Kraftwirkung 
n führt, den Karmän für seinen Fall gefunden hat’). Auch die Spiegelbilder der Wirbel und 
„’ etwaige außerhalb der Parallelreihen befindliche (endlich viele) Wirbelpunkte ändern nichts 
n an diesem Ergebnis. Schwieriger ist es, die Kärmänsche Stabilitätsuntersuchung auf den 
N- vorliegenden Fall zu übertragen. Aber man kommt ohne Zweifel zu dem Schluß, daß der 
asyınptotische Ubergang zu einem Verhältnis zwischen Teilung 7 und Abstand %h gleich dem 
von Käarmän gefundenen eine notwendige Bedingung der Stabilität ist. 
u 
ie 4. Erste Näherung. Die Lösung der hier gestellten Aufgabe, d. h. zunächst die Auf- 
1 suchung von Strömungsbildern, die den anzeführten Bedinzungen genügen, kann nur auf dem 
Wege schrittweiser Näherung geschehen. Man wird eine Wirbelanordnung annehmen, nach 
(9) die Geschwindigkeiten der Wirbelpunkte berechnen und mit deren Hilfe die Annahme 
), verbessern. Da man nicht mit unendlich vielen Werten gleichzeitig arbeiten kann, wird man 
die Gesamtheit der Wirbel bis auf einige wenige näher gelegene als Parallelreihen voraus- 
setzen und durch die /- bzw. y-Funktionen nach (12) und (14) zusammenfassen. Die Rechnung 
wird keine allzu großen Schwierigkeiten bereiten, sobald einmal geeignete Tafeln für die 
' (\ammafunktion bei komplexem Argument zur Verfügung stehen. 
R 
Abb. >. 
2?) Vgl. II. Villat: Lecons sur Ja theorie des tourbillons, Paris 1930, p. 91. 
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Unter der einfachsten Annahme ist unter Benutzung einer behelfsmäßie hergestellten 
Tafel für log /’ das Strömungsbild Abb. 3 entworfen worden. Hier ist, für den Augenblick 
der Ablösung eines Wirbels der oberen Reihe, angenommen, daß sämtliche bereits bestehenden 
Wirbel in zwei Parallelreihen liegen. Für diese ist, entsprechend den Kärmänschen Resul- 
taten und den Beobachtungen über die Ablösungsstelle gewählt 


t,S1 104, 2 =9124 180, 1-88. 
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Die Abbildung zeigt nur den von den Wirbeln induzierten Teil der Strömung, die gegenläufig ist. 
Die Überlagerung einer W,-Strömung nach (5) mit einem entsprechenden Wert von e liefert 
das ın Abb. 2e angedeutete Ergebnis. Man erkennt in Abb. 3, daß am Kreisumfang dort, 
wo man die Ablösung des nächsten Wirbels erwartet, eine Art Staupunkt der Zusatzströmung 
besteht. Die Geschwindigkeitsrichtung zeigt, daß die Bahn des oberen Wirbelpunktes im 
ersten Anfang nach unten konvex, aufwärts gekrümmt ist, wie dies von der stetigen Wirbel- 
schieht (unstetigen Helmholtz-Strömung) her bekannt ist. 


Zwei kurze Bemerkungen mögen noch angefügt werden. Man wird gegen die hier 
betrachtete „dritte“ Umströmungsform einwenden können, daß die Bedingung positiven Druckes 
in unmittelbarer Umgebung der Singularitäten nicht erfüllt ist. Dies trifft jede Bewegung 
mit einzelnen Wirbelpunkten. Die Erklärung liegt darin, daß kleine Flüssigkeitsgebiete tat- 
sächlieh in Rotation kommen, sei es infolge der Bremswirkung des Hindernisses, sei es sonst 
unter dem Einfluß der Zähigkeit. So betrachtet man auch in der Elastizitätstheorie Spannungs- 
zustände mit singulären Punkten und weiß, daß die Abweichung der wirklichen Körper vom 
rein elastischen Verhalten das Endliehbleiben der Spannungen in der Umgebung der Sıngu- 
larıtät bewirkt. Die zweite Bemerkung betrifft die Turbulenz. Es ıst klar, daß wenn den 
hier betrachteten theoretischen Strömungsformen eine Realität entspricht, sie nur darin bestehen 
kann, daß die Mittelwerte stark pulsierender Geschwindigkeiten dureh unsern Ansatz an- 
nähernd richtig wiedergegeben werden. An sich besteht kein Grund dafür, daß die Eulerschen 
Differentialgleichungen irgend etwas über die Raumzeitmittel veränderlicher Gesehwindigkeiten 
aussagen. Aber hier greift die Hypothese ein, die ich erstmals 1908 formuliert uud seither 
immer wieder, in gewissen Grenzen, bestätigt gefunden habe: Nur bei kleineren Reynolds- 
schen Zahlen, im Bereich der laminaren Bewegungen, verändert die Zähigkeit das Bild der 
Strömune von Grund aus: im turbulenten Bereich wird die hinter den Pulsationen liegende 
Grundströmung, hinsichtlich der Geschwindigkeitsverteilung, durch die Gleichungen der idealen 
Flüssigkeit im großen ganzen riehtig dargestellt. Die hier angedeutete Behandlung der 
„dritten Strömungsform* ist nur ein Anwendungsbeispiel zu dieser allgemeinen „hydraulischen 
IIvpothese*. P 20 


Der Einfluß der Verformung auf die Fließbedingung 
zähplastischer Körper. 
Von W. Prager in Istanbul. 


1. Einleitung. Die Mehrzahl der bisherigen Ansätze der Plastizitätstheorie räumt in be- 
wußter Vereinfachung des experimentellen Befundes der Verformung keinen Einfluß auf die 
Fließbedingung ein. Im folgenden soll ein möglichst einfacher Ansatz hergeleitet werden, 
welcher die wichtigsten an zähplastischen Körpern beobachteten Einflüsse der Verformung 
auf die Fließbedingung qualitativ richtig wiedergibt. 

Zwecks möglichster Vereinfachung des herzuleitenden Ansatzes wird «lie elastische 
Formänderung als neben der plastischen vernachlässigbar, und der Körper als inkompressibel 
angesehen. Der Formänderungstensor 
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ıst infoleedessen ein Deviator: 
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Weiter wird vorausgesetzt, daß die mittlere Normalspannung 
ehe ut. : et ac 


keinen Einfluß auf die Fließbedingung hat. In die Fließbedingung können daher nicht un- 
mittelbar die Komponenten des Spannungstensors 
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Wir wollen nun zunächst die uns wesentlich erscheinenden Einflüsse der Verformung 
auf die Fließbedingung für den Sonderfall ebener Verformung besprechen. Sind alle Ver- 
schiebungen unabhängig von z und parallel zur .«-y-Ebene, so gilt 
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Damit auch der Spannungsdeviator sich auf einen ebenen Deviator reduziert, wollen wir an- 
nehmen, daß überall die Beziehung 


- I - 
Ox« Tr 6y 


0,= \ ee ee 6 


gilt. Der Spannungsdeviator reduziert sich dann auf den ebenen Deviator 


Ss, EEE N ae Be RR 
x Oy 
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Die ebenen Deviatoren #, und 5, sind nun einer graphischen Darstellung zugänglich, auf 
welche L. Prandtl') zuerst hingewiesen hat. Sind 


= VB, Ve v2 U N a ee 
und 
Ox Oy 
us; = | ») ’ "s tz | 4 


die rechtwinkligen Koordinaten zweier Formänderungsdeviator und Spannungsdeviator dar- 
stellenden Punkte e und s, so transformieren sich die Komponenten der ebenen Deviatoren E, 
und S, bei einer Drehung des x-y-z-Koordinatensystems um den Winkel a um die z-Achse 
venau so, wie die Koordinaten der Punkte e und s bei einer Drehung des «u-»-Koordinaten- 
systems um den Winkel 2#« um den Ursprung 0. Infolgedessen entspricht einer jeden von 
der Wahl der x- und y-Riehtung unabhängigen Beziehung zwischen den ebenen Deviatoren E, 
und 8, eine von der Wahl der «- und »-Richtung unabhängige Lagebeziehung zwischen den 
Punkten 0, e und s. 

Betrachten wir zunächst die Fließbedingung für den jungfräulichen Zustand eines iso- 
tropen zähplastischen Körpers. Die Bildpunkte aller an der Fließgrenze gelegenen Spannungs- 
dleviatoren erfüllen eine Kurve, welche als Bildkurve der Fließbedingung bezeichnet werden 
möge. Der vorausgesetzten Isotropie des Körpers entsprechend müssen für diese Bildkurve 
alle dureh den Ursprung 0 gehende Richtungen gleichberechtigt sein. Die Bildkurve kann 
daher nur ein Kreis um den Ursprung 0 sein. Der Radius dieses Kreises ist 


2 . Bu3L, 
t=tu’ + v,y le. 


'), L. Prandtl: Verh. d. I. internat. Kongr. f. teehn. Mechanik, Delft 1924, S. 45. 
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worin 4, eine Materialkonstante von der Dimension einer Spannung ist. In der Tat ist bei 
den hier betrachteten speziellen Spannungszuständen, welche der Bedingung (9) genügen, die 
"orm (12) die einzige bei Isotropie mögliehe Fließbedingung, welche von der mittleren 
Normalspannung unabhängig ist. 


2. Verfestigung. Der bekannteste Einfluß der Verformung auf die Fließbedingung be- 
steht nun darin, daß der Radius des Bildkreises mit wachsender Verformung wächst. Wir 
wollen diesen Effekt als „Verfestigung* bezeichnen. Der einfachste die Verfestigung be- 
rücksiehtigende Ansatz wäre in der Sprache unserer graphischen Darstellung der folgende: 
Der Radius des Bildkreises der Fließbedingung ist eine monoton zunehmende Funktion der 
Entfernung des Formänderungsbildpunktes e vom Ursprung 0. Dieser Ansatz würde die 
Verfestirune nur vom augenblieklichen Formänderungszustand abhängig machen. Befriedigender 
erscheint ein Ansatz, welcher auch dem Wege, auf welchem der augenbliekliche Form- 
änderungszustand erreicht wurde, einen Einfluß auf die Verfestigung einräumt. Einen solchen 
Ansatz hat F. K. G. Odquist’) vorgeschlagen. In die Sprache unserer graphischen Dar- 
stellung übertragen, lautet dieser Ansatz: Der Radius des Bildkreises der Fließbedingung ist 
eine monoton wachsende Funktion der Länge des vom Formänderungsbildpunkte e seit Ver- 
lassen des jungfräulichen Zustandes zurückgelegten Weges. Diese „Formänderungsweglänge* 
ist eereben dureh 


f (du)? + (dv)? Ye. 
Bei Berüceksiehtieune von (11) ist also 
“4 | Bu 
flat 222er. li) 


Bei Gebrauch der Größen f und f (Gl. (12) und (13)) hat die einfachste der Verfestigung 
Rechnung tragende Fließbedingung die Form: 


Fe or ee el ee er 
worin / eine dimensionslose Materialkonstante Ist. 


3. Anisotropisierung. Während die Verfestigung die Isotropie des Körpers nicht zer- 
stört, sind die beiden nun zu behandelnden Einflüsse der Verformung auf die Fließbedingung 
isotropiezerstörend. Auf einen dieser Einflüsse hat R. Schmidt’) zuerst aufmerksam ge- 
macht. Er unterwarf dünnwandige Stahlrohre abwechselnd Zug- und Verdrehungsbeanspru- 
ehungen. Als Maß der Verfestigung verwendete er eine Vergleichsspannung, welehe unserer 
Größe f entspricht. Er fand, daß eine plastische Zugbeanspruchung auf anschließende Ver- 
drehungsbeanspruchung stärker verfestigend wirkt als auf Zugbeanspruchung und umgekehrt, 
daß eine plastische Verdrehungsbeanspruchung auf anschließende Zugbeanspruchung stärker 
verfestigend wirkt, als auf Verdrehungsbeanspruchung. 

Der Fall reiner Zugbeanspruchung führt zwar nicht auf einen ebenen Deviator, doch 
ist es wohl angängig, die Schmidtsche Beobachtung in folgender Weise in die Sprache 
unserer graphischen Darstellung zu übersetzen. 

Die im jungfräulichen Zustand kreisförmige Bildkurve der Fließbedingung geht infolge 
der Verformung in eine Ellipse über. Die kleine Achse dieser Ellipse fällt in die Gerade Oe, 
der Ellipsenmittelpunkt liegt in O0 (Abb. 1). Fordern wir weiter noch, daß der neue Ansatz 
für den Fall fortgesetzter gleichartiger Beanspruchung (z. B. Zugversuch) die gleichen Ergeb- 
nisse liefert wie (14), so muß die kleine Ellipsenhalbachse die Länge 


2 k,(1+4 I te N VE ei te A 
besitzen. Die Länge a der großen Halbachse muß für verschwindende Formänderung hier- 
mit übereinstimmen: wir setzen daher 


D 
a FE a u u 
lo ug 


-), F. K. 1. Odquist: ZAMM 13 (1933). S. 360, 


)), k. Schmidt: Inge. Arch. 3 (193), S. 215. 
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worin g die Entfernung des Formveränderungspunktes e vom Ursprung 0 bedeutet, und x 
eine dimensionslose Materialkonstante ist. Bezogen auf die Hauptachsen «’ und ©’ der Ellipse 
lautet demnach unser Ansatz: 

Bed reiiektitrif) - : 3 3“ 4 re A 
Wir verziehten darauf, schon jetzt in dieser Beziehung «’” und ©’ durch Komponenten «des 
Spannungsdeviators zu ersetzen. Wir wollen diesen Schritt gemeinsam mit der Befreiung 
unserer Überlegungen von der Beschränkung auf ebene Deviatoren durchführen. 





V 
AN i | 
\ P7 w 
y,! 
F x 
AN ya 
\ 
ra 
N b 
& m A 
(AP7%7) ı/ 3 7 (A P1B.2) 
Abb. ]. Abb. >. 


4. Bauschingereffekt. Kin dritter Einfluß der Verformung auf die Fhließbedingung ıst 
unter der Bezeichnung Bauschingereffekt bekannt. Schließt man an eine plastische Bean- 
spruchung eine zweite an, welche aus der ersten hervorgeht, durch Wechsel der Vorzeichen 
aller Spannungskomponenten, so wird, beurteilt nach der Vergleiehsspannung f der 
Gl. (12) die Fließgrenze erniedrigt. In die Sprache unserer graphischen Darstellung 
kann dieser Befund am einfachsten in folgender Weise übertragen werden: Die im jungfräu- 
lichen Zustand zum Ursprung 0 symmetrische Bildkurve der Fließbedingung verschiebt sich 
unter dem Einfluß der Formänderung in Richtung der Geraden Ve, wobei gleichzeitige der 
unter 3 besprochene Übergang zur elliptischen Form erfolgt’) (Abb. 2). Der Betrag der Ver- 
schiebung ist gegeben durch 


Wekry .. ch a ER Zn ta, Sal a de Wr 9 „DE He A Eu 


worin » eine dimensionslose Materialkonstante ist. Bezogen auf die Achsen «’ und »’ ist 
die Gleichung der Bildkurve der Fließgrenze gegeben dureh 


(us kV’ +l—ug’v,’ye=k,( I+if-rQ) :.:.:.. AM. 


5. Verallgemeinerung. Die Befreiung der hier besprochenen Ansätze von der Beschränkung 


auf ebene Deviatoren ist einfach. Läßt man an Stelle der Fließbedingung (12) die 
v. Misessche Fließbedingung treten, so bedeutet das, daß man wu,’ ersetzt durch 
(0x 09) + (0, 6)’ + (0; — 0)’?} und »,? durch 2 (72° +7,’ +r,’). In entsprechender Weise 


X J 
sind alle die Koordinaten des Spannungs- und Formänderungsbildpunktes enthaltenden Aus- 
drücke umzuformen. 
Bezieht man den Spannungszustand auf die Hauptachsen £&, n,{ der Formänderung, so 
kann die Verallgemeinerung des Ansatzes (19) geschrieben werden in der Form 
(0: — 0 —k,re)’+(0n —0o—k,ren)’+ (0. —0—- kr)’ +2(1- ug) (+ m +r)y: | 


- 


RR (20). 
k,1+4Af- ru) 
Darin sind die invarlanten Hilfsgrößen f und 9 gegeben dureh: 
I 4 | 1 5) 
f \ (a er tde/+de? + (dy+dyyd y2)] re 
und 
| la 
4 nd (ex? - Ey" ve er 1 .) (Yx” t f Yy -| y?)) . . . . . . . . (22). 


Das Integral in (21) ist über den gesamten seit Verlassen des jungfräulichen Zustandes durch- 
laufenen Weg zu erstrecken. 


4), Über einen Ansatz, weleher einer reinen Verschiebung der kreisförmigen Bildkurve der Fließbedingung ent 
sprieht, hat A. Reuß auf dem IV. Internat. Kongr. f. teehn. Mechanik, Cambridge 1934, berichtet Der Verfasser ist 
Hlerrn Dr. Reuß für die Erlaubnis zur Einsichtnahme in das noch unveröffentliehte Vortragsmanuskript zu Dank ver 
pflichtet. 
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6. Beispiele. An einen bis zur plastischen Dehnung & durchgeführten Zugversuch mögen 
verschiedene Beanspruchungsarten angeschlossen werden. Es ist also 


€ 
.) 


£ e, & E- z; I=9=e:ey3l2. 


Führt man den Zugversuch weiter, so ergibt sich die Fließzugspannung 6, aus 


* 


ww 
m 


u) £0 25: 3) ‚). > re a Ze Er En 


worin o, die Fließzugspannung des jungfräulichen Zustandes ist. 


Schließt sieh an die Zugbeanspruchung eine in gleicher Richtung erfolgende Druck- 
beanspruchung an, so ergibt sich die Fließdruckspannung aus: 


= (4 BPIETBE ; EEE a nr ne 


Folgt auf die Zugbeanspruchung (o:==0) eine Schubbeanspruchung (T:==0), so ergibt 
sich die Fließsehubspannung r, bei Vernachlässigung von Gliedern höherer Ordnung in & aus: 


-"=-I+Ää+HR eV. 2 ae He a rs AB: 


worin 7, die Fließschubspannung des jungfräulichen Zustandes ist. Damit der Sehmidtschen 


eststellung entsprochen wird, muß also «u >» angenommen werden. 


Wir betrachten schließlich noch den Fall, daß an einen bis zur plastischen Schiebung y 
durchgeführten Schubversuch (7. ==0) ein Zugversuch (o,==-0) angeschlossen wird. Die auf 
das Hauptachsenkreuz der Deformation bezogenen Formänderungs- und Spannungsdeviatoren 
sind in diesem Fall gegeben durch 














; Ö Ö 
5 0 0 5 > 0 
R u: u, S,' A 7 Gr 
) 0 ) (, 
oO 
0 0 0 0 0 
3 
"erner ist fg > . Bei Vernachlässigung von Gliedern höherer Ordnung in y erhält man 
die Zugfließspannung o, aus 
0, i > y y=\ 
z I+I4- Wu Tr ee 2). 


Die im Anschluß an Gl. (25) erhobene Forderung «u >r muß also verschärft werden zu 


d 


| . . y \ . . » 
«>,» um auch in diesem Falle dem von R. Schmidt beobachteten Effekt Rechnung zu 
+) 


traven. 


7. Schlußbemerkung. Wie aus den soeben behandelten Beispielen hervorgeht, gibt der 
Ansatz (20) mit (21) und (22) die von uns als wesentlich betrachteten Einflüsse der Verformung 
auf die Fließbedingung qualitativ richtig wieder. 


Wir haben uns hier nur mit der Fließbedingung selbst befaßt. Der Ansatz (20) könnte 
jedoch ohne weiteres als Fließpotential im Sinne von R. v. Mises’) aufgefaßt werden. Er 
würde dann bis auf einen unbestimmten Faktor die Komponenten des Tensors der Form- 
änderungszeschwindigkeiten zu bestimmen gestatten und so zu einem vollständigen Ansatz 
der Plastizitätstheorie führen. Ein derartiger Ausbau des Ansatzes (20) scheint jedoch ver- 
früht, da noch zu wenig systematische Versuche zur Kinematik plastisch vorbeanspruchter 
körper vorliegen. P 18 


5)R. v. Mises: ZAMMS (1928) S. 161. 
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Fbene und räumliche Strömung zäher, inkompressibler, 
trägheitsfreier Flüssigkeiten zwischen exzentrischen, relativ 
zueinander rotierenden Zylinderflächen. 

Beitrag zur Theorie der Schmierung. 

Von H. Reissner in Berlin-Charlottenburg. 

Mitteilung I. 


n der Theorie der Schmierung von Petroff (155), Reynolds (1556), Sommerfeld (1904), 

Duffing (1924)') u. a. ist das Problem der ebenen Strömung einer zähen Flüssigkeit ın 
schmalen exzentrischen Ringräumen behandelt und sehr weit gefördert worden, das Problem 
der räumliehen Strömung von A.G.M. Michell, Kucharskı') u.a. und zwar für den von 
lÜbenen begrenzten schmalen Keilraum gelöst worden. 

Für diese sehr schmalen Gebiete kann man als erwiesen ansehen, daß die Druck- 
oradienten die Trägheitskräfte so außerordentlich überwiegen, daß letztere vernachlässigt 
werden dürfen. 

Der hier zu gebende Beitrag bringt für den ebenen Fall eine wesentlich einfachere 
strenee Lösung und eine Diskussion der strittigen Randbedingungen des teilgefüllten Ringraunıs, 
sodann in Mitteilung II für den räumlichen Fall endlicher axialer Länge der Zylinder und 
konstanten Druckes an den Endquersehnitten eine Lösung, welche die Wirkung der Über- 
bzw“ Unterdrucke auf die axialen Geschwindigkeitskomponenten wiedergibt und dadureh 
vewisse erundsätzliche Schwierigkeiten der bei der ebenen Strömung auftretenden negativen 
Drucke beseitigt. 

Die allgemeine räumliche Strömung einer zähen Flüssigkeit bei vernachlässigten 
Trägheitskräften kann wie folgt mathematisch gefaßt werden, 

Sei a eine Bezugslänge, g eine Bezugsgesehwindigkeit, und führt man als dimensionslose 
Variable den Radiusvektor 

\ ee un 42 et as 
a 
und den Geschwindiekeitsvektor 


C 
ee EN 
4 
mit den Komponenten « und ®, ferner mit u 
als Zähiekeitskonstante die dimensionslose 
Druckfunktion 


I 
P Po . . . . . r . . - (le) 


“u 4 





ein, so lauten die Gleichungen der stationären, 
inkompressiblen Strömung _ — 





grad P Ic, div c id (2). Abb. 1. 
Diese Gleichungen sind zu integrieren in dem Raume (Abb. 1) zwischen zwei nichtkonaxialen 
/ylinderschalen, von denen die eine gegen die andere mit konstanter Umfangsgeschwindigkeit 
etwa g rotieren möge, wobei die Flüssiekeit an beiden Oberflächen ohne Gleiten haften soll. 


Es ıst dabei nieht vorgeschrieben, daß die Flüssigkeit den Ringraum völlig ausfüllt, 


jedoch werde dieser Fall bevorzugt. 


A. Ebene, zähe Strömung im Ringraum. 

1. Mathematischer Ansatz. Für die ebene Strömung wird Konstanz des Druckes und der 
(eschwindigkeit längs den Zylinderachsen vorausgesetzt. Abgesehen von dem etwaigen Auf- 
treten negativer, also unzulässiger Drucke kann man solche Strömung im Symmetriequer- 
schnitt der Zylinderschalen als verwirklicht ansehen. 


1) Siehe die Literaturübersiehten inGümbel-Everling: Reibung und Schmierung im Maschinenbau, Berlin 1995, 


Ostwalds Klassiker d. exakt. Wissenseh., Nr. 218, — Lamb: Hydrodynamies, Cambridge 1924, p. 551-553. - G. Duffing: 
Beitrag zur Theorie d. Flüssigkeitsbewegung zwischen Zapfen u. Lager, ZAMM 1924, S. 296 bis 34. Von neueren 


Biichern seien genannt die von Stanton (Frietion, Lond. 1923), Stieber: Das Schwimmlager, V.D.1.-Verlagx 1933, 
und Scehiebel-Körner, Berlin 1933, Julius Springer Verlag. 
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Dieses ebene Problem wird nach Sommerfeld auf eine die Kontinuitätsgleichung er- 
füllende Stromfunktion y bzw. auf einen Vektor grad y, der auf dem Geschwindigkeitsvektor 
senkrecht steht und dadurch auf eine einzige analytische Funktion y zurückführt, so daß: 


Oy Oyı 
/ Iy--ip, u Iy’ = a @ muy . . 5% 

und 
IdAy=VQ, a ae 


sein MÜSSEN, 
Die mathematische Aufgabe besteht dann darin, die erste der Gl. (2b) zu integrieren 
nit den Randbedingungen, daß die Kreise R=1 und R= R; Stromlinien sind, d.h. 
IE vu, 1 y;—= konst, 


f 


und daß an einem der Ränder, z. B. am Außenrande PR | 


— 0 

on 
und am Innenrande R= BR; 

Oy 

on A 


sein soll. 


2. Integration der biharmonischen Differentialgleichung im exzentrischen Ringraum. Nacelı 
der Methode, die J. H.Michell für exzentrische Einzellast einer Kreisplatte angegeben hat, 
werde zunächst der exzentrische Ringraum der Radien R; und 1 auf einen konzentrischen 
Ringraum mit den Radien R,/’=o und 1 abgebildet (Abb. 1) durch die Transformation: 


IR 2 


bei der der äußere Kreis in sieh selbst übergehen möre, mit der Desaxialıtät des inneren Kreises: 


e=b-;—-—, der Radienbeziehung R;=k’--——— .....kl4ab), 
h’ Kr lj° 0° 
wo b (Abb. 1) der Abstand des als Anfangspunkt des Koordinatensystems eingeführten 
Inversionszentrums vom Mittelpunkt des Außenkreises und 


But a ee er A 


die Inversionskonstante bedeuten. 
Ist nun y" eine biharmonische Funktion in der transformierten Ebene 2’ der konzen- 


trischen Kreise, so kann aus ihr eine biharmonische Funktion y' in der ursprünglichen Ebene z 
der exzentrischen Kreise durch den folgenden Ansatz abgeleitet werden: 


: N 2 BR at ” 
y - l /, } l D . . . . . . . . * . . (+). 


Der alleemeinste für einen konzentrischen Ringraum geeignete Lösungsansatz ıst nun, 
wenn 2,8, und @ Funktionen von A’ bedeuten, der Clebsch-Michellsche 


„» 
2 x 
y' i ne en 


COSNÜ+S, 


! 


snnd+Q,dcosd+Q,dsind . 2 2.2.2.6), 


in dem «die beiden letzten Glieder jedoch bei den hier zu erfüllenden Randbedingungen nicht 
in Betracht kommen. 


3. Die Integrationskonstanten. a) Die Stromlinienbedingungen. Beachtet man, daß nach 
Abb. 1: 
r’ u b’+ R "+2 b I’ cos Ü) 


ist und behält man nur die beiden ersten Glieder von Ansatz (6) bei, so kann man Gl. (5) 
schreiben ın der Form: 

P,+ IP, cos» “ 
®+R’+2bRcosa °' "tet - (a). 


' 


\it Gl. (») ist nun zunächst die Möglichkeit gegeben, die Stromfunktion y an den Kreisrändern, 

d.h. für alle Werte von #9 konstant zu machen, und zwar durch die Bedingungen: 

Y (6? pr» BR, ')= FAT Vazb Ba (P,)a . . . . . . . . . . . (Ya). 
i i | i i 
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Ks war nun für y,„ der Wert Null gefordert, es war ferner AR, =1. R’=o gesetzt worden, 
und die Funktionen P, und P, haben bekanntlich die Form: 


P A,+B R?’+ U. In R’+ D, Rn | 


Ä #, 
P=A,R+B,R®’+C,R"'+D, Rink) ‘ 


Dies liefert nach (5a) und (9a) die folgenden vier Bestimmuneseleichuneen für die 
Integrationskonstanten A,,4A,...D, und y,: 


(Pi A,+HI 
(P)„=4,+/ 
/ 


(S). 
> N 
(Pi: A,+ 


,0+ C,Ino+D,0’ne=y;(b’-+ 0°) 





(P,): A,o+B,0+(,o '+D,olno y;2bo 


b) Die Geschwindigkeitsbedingungen. An jedem der Ränder gilt offenbar die Beziehung: 





I? ) u R 
( u 
Y oy4Y 
> „’ . \ . . . Q u’ 
also am Außenrande R= Äh |, wo die Geschwindigkeit q=0: | v0 
0 
(3b). 
> > „’ ) ? Ö 1 7 
und am Innenrande R=R;, d.h. Rh Be won: 
a Ö „ I; 
R l 
Setzt man nun in den Ausdrücken (7) 
Pr, z 
R ee ee 
1 
und beachtet, daß nach Abb. 2 
rk? 
R' COS ı) x I > D 
y. 
ist, so läßt sich Gl. (5) schreiben: 
A | > X ” | 
y' h Zr (), „2 b) 


Man braucht noch für die Differentiation nach y: 


) R’ u Ö ’ o ‚o N 9 N) Is 
(a —byYry’)=2ye'tr’(’— BR’)... . . 8 0. (AO). 


7; 7, 
AP AU 
Schreibt man noch ‚= P.'. '—()’ so erhält man: 
dd R'’ 0 d IR’ “1 
Sy ”_ PR: 


2yktP, 


Die Randbedingungen (9b) der Geschwindigkeit ergeben dann 


J, 2 4 


.) R' Tg 1 O, Il cos )) . . . . . ( | 1). 
_ L | 


07; 


’ b’— |] 
bei et: P,-9,b+- 53 (P/ +09, cosd)=0, 
. . K* h? 0° ’ R a 
bei R =o: Ip P,-b9, +5. (P, +9, 0608) 
_ 11, pa 0 7 


oder nach (4b): 


k* k? 


a Fb tran, (Pt gcos9). 


Die Forderung, daß diese Gleichungen für jeden Wert von cos U erfüllt sein sollen, liefert 
vier weitere Bestimmungsgleichungen für die Konstanten A,...D,, y;, nämlich: 


k? 
PR’ m | 2 er ), l - Sy Pu 0), 0), , 
” i I k* 
Ii OD. I 0 ), h a > R; / o > ® Re; z ), v0 . 
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Beachtet man noch, daß zufolge der Gl. (8): 

P,-b0,=0 an der Stelle R’=1 
und P,-bV0,=y;(o®—b’) an der Stelle R’=o, 
so ergibt sich an der Stelle R’==1: 

P.=0, Q=0 


und an der Stelle R’=o: 


3 k” vi (0° b”) "+20 Vi, 0, =0, 


und «daraus die vier weiteren Bestimmungsgleichungen: 





a IP, =2B,+C,+D,=0 
B=i la’ _-58 0. + Bm 

I 2 B,o+(,o 11 D,o(2lno-+1) >oy; y vn 
R' Oo 2 zen" a EN er ur 

9,’ =2Bo-—-2C,o’+Do'=0 


Die (Gl. (S) und (12) sind acht Bestimmungsgleichungen für die neun Konstanten A,...D, 
und y; Es fehlt also noch eine weitere Bestimmungsgleichung, und zwar wird sie geliefert 
entweder dureh eine Einwertigkeitsbestimmung der Spannungen bei geschlossenem Ringraum 
oder durch eine Bedingung für das Verschwinden von Schubspannung und die Gleichheit und 
Konstanz der Normalspannungen an einer oder zwei quer durch den Ringraum gehenden Kurven. 


4. Die Druckfunktion p. Funktionentheoretische Beziehungen zwischen Druck p und 
Stromfunktion yr?). 

Eine biharmonische Funktion kann immer, wie es weiter unten für die spezielle Funktion y' 
auch durchgeführt wird, mit Hilfe dreier harmonischer Funktionen 9,, 9. 9, dargestellt werden 
in der Form: 

DEP a ru ia 
Die Ausführung der Operation ‚| an dieser Funktion liefert die Darstellung: 


Y. O5 
4 — R » “ L * u “ a ‘), 
Iy= 7 ra Or. „ 0 2 FE ae (13a). 


Sind f, und f, die zugehörigen analytischen Funktionen, so kann man auch schreiben: 


d 
BEE. eat aa er 


ı— N 
I Ir i 


Die Druckfunktion ergibt sich dann sofort als Imaginärteil, nämlich zu: 
a De r 
pam a,'t1:? BE, 5 ee ee ee ae 
Es werde nun zunächst die vorher aufgestellte biharmonische Funktion y’ im konzentrischen 
Ringeraum geschrieben wie folgt: 


vV"=g, +R’,+Xg, X=Rcosd, 
wo nach (7) 


9 4A,+ C,In R’+A,R’cosd + (C, R’"’ cos) | 
9, = B,+ D,In R’+DB, R’cos d re 
9, =DinE# 
Durch Multiplikation mit # 'r*” nach Gl. (5) und unter Beachtung der Transformation nach 
reziproken Radien gewinnt man daraus für die gesuchte Funktion y im konzentrischen Ring: 
vg, +rk'lg’ +bg, —bg,)+rk?(g, —2bg,). 
Die im Ausdruck (13) auftretenden analytischen Funktionen sind also gegeben durch: 
1-9, Beh tig bg), Heh’lg—2bg,), 
also nach den Beziehungen (14): 
97 k *]A,+b®? B,+ ln R’(C,+b?D,—bD)+R’cosd(A, +1? B)+ KR’ 'cosd C] 
1—k®[m R(D,—2bD)—-20bB,—2bB,R' cos d] | 


0 


. (14a). 


Die funktionentheoretischen Vereinfachungen dieses Kapitels verdanke ich Herrn Erich Reissner. 
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schreibt man: 
a b er , ä f x k? s ? k? k? ‚ 2; 
Z=X Hi Y =" —b+iy „2 hi je bh e?, 


[6 


so sind die zugeordneten analytischen (komplexen) Funktionen mit Z, und Z, als willkürlichen 
komplexen Konstanten zugeordnet zu A,+b’B, und bB,, 


.=k"[2,+(0,+%D,—bD)In2’+(4,+5B)Z’+0, 2-1], 
,=k"[(D,—26bD)InZ2’—22, —2bB,2'. 


Die Druckfunktion wird also nach Gl. (13e): 


k’p Im | 42(Z,+(0,+bD,—-bD)lnZ’+(A,+WB)Z+C, 2°) 


lz 
+2%?((D,—2bD,)InZ’—22Z,—20bB,27)]. 


‚,„dZz k” 
Nun ı1st: 2 -—; und damit: 


N 


Iy+ip=[4Z, k*"+4k*(C, + D,—bD)(nZ’—- z'Z77'%) 
F4k*r(A, + B)(Z’-Kat)+H4ktlC (ZU + 2'277) —-2(D,—-20D)Z2°’+4bB,2 7]. 


Die Ausrechnung ergibt mit E= ,ym4Z,: 


p=E+4k*(6+’D, bD)(+bR’ 'sin d) 
tk®C,(R"sind(l +7?) +bk” R?sin2 0) (15a), 


2(D, -2bD,)(R'snd— WR 'sind)+4tk”bB,( R'?sın29 +25 R'sin W) 


Ay=4(4,+b? B)k*-+417*(C,+b°’ D,—bD,) (In R’—bR’’'cos )) 
+4k"*C, (R'cosd (1+k?)+bE°? R’?cos2%) (1b). 
2(D, -2bD,)(R’cos#+b?’ RR’ "cosd)+4k”bB, (R’?cos29-+2b R’cos)) 





Für den geschlossenen Ringraum fällt in beiden Ausdrücken (15a) und (15b) das zweite 
(lied wegen der Einwertigkeitsbedingung fort und es tritt dann als neunte Bestimmungs- 
gleichung der Konstanten A,...D, und y; die folgende hinzu: 


EFF E-eN : . ae e 
Gl. (15b) muß offenbar auch aus Ansatzgleichung (da): 
v=k*r’(P,+P,cosv), 


dureh Differenzieren folgen, wo P, und P, nach den Gl. (7) von den Konstanten 4,...D, 
abhängen. 


5. Der schmale Ringraum. Die bisherigen für beliebig große Radiendifferenz 1 - AR, bzw. 
I-- R’=1  o gewonnenen allgemeinen Ergebnisse vereinfachen sich erheblich, wenn man 
zu kleinen Radiendifferenzen übergeht, d. h. zu’) o=1—6, 6° <1. 

In diesem Fall kann man bekanntlich auch sicher sein, daß die für die Linearisierung 
des Problems wesentliche Vernachlässigung der Trägheitskräfte geboten ıst. Man hat dann 
zu setzen: Die Exzentrizität 

h h 


e=(1—. 0’) ; -— 20 — ee 25 Bu EP Fe 


ferner die wirkliche Radiendifferenz 6 als Funktion der invertierten 6’ aus: 


k? 


>» I2 97 
R; 


R=Ri ,;: Ka Br. DEE FE  ; ;°° 


‚W"—+l 


a 


. (ITe). 


3) Auch der Übergang zu dem Extremfall o=#, : I, d. h. zu relativer Rotation eines exzentrisch gespannten 
Drahtes in einem zylindrischen, außen haftenden Flüssigkeitsraum vereinfacht die Ergebnisse. Jedoch wäre dabei zu 
untersuchen, bis zu welehen Reynoldsschen Zahlen die Trägheitskräfte, wie es hier geschehen ist, vernachlässigt 
werden dürfen, bzw. welehe Korrekturen für sie anzubringen wären. 
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Aus den Gleiechungssvstemen (8) und (12) erhält man nun allgemein bzw. näherunegs- 
weise für 9°] 


DA D 
B,: A prepr bzw. : | 
D, 0° D, 
C, 1. " ug | ur er a 
n | 0° -Ino D h) 
Hi Ih(] + 0°) Ib 





Für die weıteren Konstanten mögzen ım Interesse der Einfachheit. da die genauen Aus: 
(drücke unbequem werden, nur die genäherten Werte angegeben werden. 


I? | k? 





“ De 
] ] I? 3 k? 
o ch "49 
b’+1 | 
B, Ds} ENGE, Bao ar Den BE EEE 37 5 ES Sa SE EEE 
( J 
+1 
do Dsn 
DiIi-32° D 
A, = 5 = bzw. = 6 


Für den geschlossenen Ringraum kommt noch als weitere Bestimmungsgleichung 
die Gl. (16) hinzu und ergibt 


„abe —1) 6 
) ae (1ba). 
ob" +20 0° | ) 
6. Formelergebnis für » und Iy. Trotz dieser erheblichen Vereinfachungen werden die 
Ausdrücke für die Druckfunktion p und die Ableitungen der Stromfunktion y, welche die 
übrigen Spannungen angeben, nicht ganz einfach. 
Man erhält nach Gl. (15a) z. B. für den Außenrand AR’ 1: 


l)* = 20h? | | 


. re +bein v)\ D, tbk* & 57) 
| „®"+sb+3 a hl b°)| . (1de), 
sind -D,!®k +2 1: Lopep | | 
u A L ur}: HER » 





sın 2) MD, b(k*—+-.K&K‘) 
worin für geschlossenen Ringraum das zweite Glied der rechten Seite verschwindet und D, 
den Wert aus Gl. (16a) annımmt. 
In entsprechender Weise ergibt sich aus Gl. (15b) für den Außenrand des zunächst 
noch offenen Rıngraums: 





HI | "HMO —I, 1 
ly' D, Ih b cos "| D, tb k* ci y) 
| Bi; ”’+85b+3 n ka FRE 1. FR Br .. Add). 
OS 7) I? R 6 2 I: ») k: ii +.12 
{ ! Di\ / 7 (1 } bi RT N (1 | 
-eos2 D, b(k"® R’) 


\uch Iner fälit bei geschlossenem Ringkanal das zweite Glied fort, wobei D, den Wert der 
(Gl. (16a) erhält. 


bei der graphischen Auftragung dieser Funktionen p und Ay ist zu beachten, daß 
einem Punkte 2°, # der invertierten Ebene der Punkt R9, der physikalischen Ebene ent- 
spricht (Abb. 1). Da in den letzten Ergebnissen A’ R==1 gewählt wurde, sind also die 
Werte von p, Ir in (l5e) und (15d) und auch der weiteren Werte der Spannungen nicht am 
Punkte 7° R’==1, 9, sondern auf demselben Radius r, r’ nach dem Inversionszentrum .J/ auf 
dem zweiten Schnittpunkt mit dem Kreise R = R’ 1, der bei dem Winkel 9, liegt, aufzutragen. 
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7. Die Spannungen und die transversale Randbedingung des offenen Ringraums. lür die 
Berechnung der Lagerbelastungskraft, des Reibungsmomentes und der Selbsteinstellung der 
Kxzentrizität e und damit nach Beziehung (17a) der Inversionskonstante (kb? - 1) sind die 
\ngabe der Spannungen und bekannte Integrationen über den Umfang notwendig. Auch für 
die Frage nach der Vermeidung negativer Drucke durch Übergang auf den offenen Ringraum 
ist die Betrachtung der Spannungen nicht zu umgehen. 


Nach Stokes sind die folgenden Ansätze zu machen: 


Für die Normalspannungen 


Va pn 
(22 26) p+t2u (9) pP I u 
Q r Q „ Sr we Ri on Q y' 
für die Schubspannung 
er \ Ir a8; 
0% 0% | | 99% 
a u = m u Iy-+3-—; 
( Y) ‘ 0 2“ R ” j [ 1 Ri) y 


für die Hauptspannungen: 
(9Y) } Hr)? 


.) 


(z.r) + (Yy 7) EA 


+ u . _ _ 
P=i | droy Are ET: 


wa) r (yy) 


.) 


Hier ist implizite für die dritte Hauptspannung ojy vorausgesetzt, daß oyı Ist. 


Die Bedingung, daß auf einer oder zwei durch den Ringraum quer hindurehgehenden 
Kurven die Hauptspannung den konstanten Wert Pa des äußeren Druckes haben soll, 
lautet also: 


IE a 
0 0 | 0% ( Y oe y\ı| 
METITEr r = 48 
W Pa) “ 2; h „) N „) | 
(19), 
| TEN 12 2,\21 
( ! ( l 
TEE | Iy—2 5 | 
 L\er0yY 04°) | 





Dies ist offenbar nach den Gl. (11) und (15b und d) die Gleichung einer Transversal- 
kurve, in der das mehrwertige, 9 enthaltende Glied nicht weggelassen werden darf. In dieser 
Kurvengleichung treten die zwei freien Konstanten E und D, auf, so daß man mindestens 
zwei Punkte eines Kreises R’ (z. B. bei R’=1 dem äußeren Umfang) vorschreiben kann, von 
denen die Transversalkurve ausgeht, die den flüssigkeitserfüllten Teil des Rıngraums gegen 
den leeren Teil aberenzt. Über diese Transversale erfolet dann die Flüssiekeitszuströmung 

z de Oyı Oy 
bzw. Abströmune mit den zugeordneten Geschwindiekeiten u = e- und ® . 

In den bisherigen Arbeiten war als Randbedingung p - pa =V gesetzt worden. Dies 
scheint auch näherungsweise nicht richtig zu sein, da nach den Gl. (5e und d) Ay von der- 
selben Größenordnung ist wie p. 


Als weitere Bedingung müßte bekanntlich hinzutreten, daß in dem Nlüssigkeitserfüllten 
ingraumteil der Druck p nicht unter Null sinkt, und die Exentrizität e kleiner bleibt als die 
adıendifferenz d, wodurch die Größe des vorschreibbaren Winkelintervalls 9, 9, einge- 
schränkt wird. 


Rh 
Rh 


N? t/? Ay t/! 
Yon . . Pr . . / / 
Für die Behandlung der Bedineune (19) hätte man noch die Ableitungen „ und 
| | 7 dry 
v ıj? 0 n ; r ‘ } 
etwa aus dem Ausdruck (Il) von \ dureh Weiterdifferenzieren ın ähnlicher Art wie dort 
( / 


zu berechnen. Es entstehen dann Ausdrücke, die wieder von der einen Konstante D, von 
der Exzentrizität e und der Radiendifferenz 8 bei schmalem Ringspalt in einfacher Weise ab- 
hängen. 


Jedoch sehen wir davon ab, diese Ausdrücke hier anzugeben, da «die physikalisch 
richtigen Bedingungen für die Flüssigkeitserfüllung des Ringspaltes nur dureh die in Mit- 
teilung II folgende Ausdehnung der Untersuchung auf den räumlichen Fall gewonnen werden 
können. P15 
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Die Föpplsche Methode zur Lösung von Kreiselproblemen. 
Von M. Schuler in Göttingen. 


ugeust Föpp] hat in seinem Lehrbuch „Vorlesungen über technische Mechanik“ ') den 
A Schliekschen Schiffskreisel berechnet. Sowohl bei Föppl als in dem Lehrbuch 
„Theorie des Kreisels* von Klein und Sommerfeld?) ist diese Methode nur für das 
spezielle Beispiel des Schriffskreisels zugeschnitten. Diese Methode ist aber bei sehr vielen 
teehnisehen Kreiselaufgaben zu verwenden, und gerade bei den verwickelten Problemen ist 
sie diejenige, die am ehesten zum Ziele führt. Ich nenne deshalb diese Rechnungsmethode 
allgemein die „Föpplsche Methode*°). Im folgenden will ich die Grundgedanken von 
"öppl kurz darlegen und zeigen, wie man diese ausbauen kann. Zum Schluß werde ich 
die Gebiete von Kreiselaufgaben abgrenzen, für welche die Föpplsche Methode an- 
wenedbar ist. 


I. Grundprinzipien. Während Euler bei seinen Kreiselgleiehungen ein Koordinaten- 
system zugrunde legt, das im Kreisel festliegt und mit den Hauptträgheitsachsen A, B, € des 
Kreiselkörpers zusammenfällt, hat Föppl ein raumfestes rechtwinkliges Koordinatensystem 
”,9,2 gewählt. Dabei muß die z-Achse in Riehtung der Gleichgewichtslage der Kreiselachse 
laufen, und die Kreiselachse darf nur kleine Winkelbewegungen um diese Gleichgewichtslage 
machen, Wie bei den Pendelbewegungen das Studium der kleinen Schwingungen eine große 
Vereinfachung bringt, so wird auch beim Kreisel die Rechnung in diesem Falle viel leichter. 
Um «die Haupteigenschaften der Bewegung zu erkennen, genügt es ja meistens, die kleinen 
Bewegungen zu studieren. In vielen Fällen kann man dann noch Verbesserungen für größere 
Winkelbewegungen angeben. Die zur z-Achse senkrechten .- und Achsen hat Föppl ohne 
Begründung längsschiff und querschiff gewählt. Wenn wir die Methode verallgemeinern 
wollen, müssen wir festsetzen, daß die #- und »-Achsen den Hauptschwingungsachsen des 
Systems entsprechen müssen. Jeder pendelnd aufgehängte Körper - ein Kreisel mit Gleich- 
gewichtslage ist stets ein pendelnd aufgehängter Körper — besitzt zwei zueinander senkrecht 
stehende Hauptsehwingungsebenen. Bei einem Anstoß in diesen Ebenen bleibt die Schwingung 
eben, wenn der Kreisel nieht läuft. Die Schwinguneszeiten werden um diese Achsen, ver- 
geliehen mit anderen Anstoßachsen, Extrema. Am einfachsten ist dies zu sehen bei der kar- 
danischen Hängung in nebenstehender Abbildung 1. Die Kardanachsen. bilden die Haupt- 
schwingungsachsen:; die dazu senkrechten Ebenen sind die Hauptschwingungsebenen. 
Diese Definitionen sind von dem räumlichen Pendel her bekannt. Wir müssen aber bei der 
IKreiseltheorie unsere Definition noch weiter fassen, denn es können ja hier auch Fälle 
vorkommen, bei denen der Schwerpunkt oberhalb des Unterstützungspunktes liegt. Dann 
ist bei nichtlaufendem Kreisel die Gleiehgewichtslage dynamisch labil, und die Schwingungs- 
zeit wird ıimaginär. Trotzdem gibt es auch hier stets zwei Hauptebenen, die zueinander 
senkrecht stehen und in denen die Umfallbesehleunigung ein Extremum wird. Die Figuren- 
achse des Kreisels muß Symmetrieachse sein und damit auch Hauptträgheitsachse des 
Kreisels. Die „Rotation“ des Kreisels muß um diese Achse gemessen werden; dann fällt 
auch der Kreiselimpuls, der dieser Rotation entspricht, in Richtung der Figurenachse. Die 























Abb. 1. Abb. 2. 


'\ Dr. August Föppl: Vorlesungen über technische Mechanik, VI. Bd.. Die wichtigsten Lehren der höheren 
Dynamik, 1. Auflage 1910, S. 220 bis 276. 


F. Klein und A.Sommerfeld: Über die Theorie des Kreisels, Pd. IV, 8. 794 bis 845, bearb. von F. Noether. 
\. Schuler: Müller-Pouillets Lehrbuch der Physik, Kapitel Kreisellehre, Bd. I, S. 7162— 167. 
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ehtune der Kreiselachse wird bestimmt durch den Winkel a == Winkel der Kreiselachse 
ur @-2-Ebene und 5 = Winkel der Kreiselachse zur y-2-Ebene. Da die Winkel klein bleiben 
:ollen, so ist 

cosa=cosß=1; 

sina=a; sinp=Pß. 
ı und ? sind bei kleinen Winkeln gleich den Drehwinkeln um die „- und y-Achse, und dem- 
nach fällt auch & in Riehtung der x-Achse und ß in Richtung der y-Achse. Die Drehwinkel 
« und 5 sind positiv so zu zählen, daß die Drehvektoren « und 5 in Riehtung der positiven 
r- und 9-Achse liegen (siehe Abb. 2). 


Wir führen folgende Bezeichnungen ein: ©, Trägheitsmoment um die «-Achse, 9, 
Trägrheitsmoment um die y- Achse, e, Stabilitätsmoment um die «-Achse, e, Stabilitätsmoment 
um die y-Achse. Dann ergeben sich, da « und y Hauptachsen sind, bei nichtlaufendem 
Kreisel die einfachen Schwingungsgleichungen für 


das Raumpendel: 
l. 9, -ä+ry a0] 
II. 9,:ß+e,:ß=0 | 


Hat nun der Kreisel um seine Figurenachse das Trägheitsmoment ©. und die Rotations- 
veschwindigkeit «u, so haben wir in Gl. (1) die Kreiselkräfte, die von dem Kreiselimpuls ©. u 
abhängen, einzuführen. Wie Föppl zeigt, genügen hier folgende Differentialgleichungen. 
Man erhält 


(l). 


das ungedämpfte Kreiselpendel: 

I. A (4 5 WR u: P ' 0. a0= 0 | ' 

a (2). 

I. 9,:- Km-ate,:ß=0 | 

Dies sind zwei Differentialgleiehungen mit konstanten Koeffizienten für die zwei Unbekannten 

aund %. Sie sind im Geschwindigkeitsglied gekoppelt. Nach den Regeln der gekoppelten 

Schwingungen lassen sie sich auflösen. Wir erhalten zwei ungedämpfte Schwingungen, die 

sich überlagern; eine langsame Schwingung, die „Präzession“, und eine schnelle Schwingung, 

die „Nutation*“. Führen wir noch eine Reibung um die - Achse k,-“a und um die y- Achse 
k,:p ein, so erhalten wir 

das gedämpfte Kreiselpendel: 


Il. 9), -a+k,:a+9. u-Bß- Se | | 


3 ‘ 
I. O,:B+ky:ß— Oeu-at+cy-B=0 |) 


Die Auflösung dieser Differentialgleichungen ergibt Präzessionen und Nutationen, die dureh 
die Dämpfung mit der Zeit abklingen. 
l,assen wir eine periodische Kraft um die »-Achse wirken, die wir mit Pe"! ansetzen, 
so erhalten wir 
die erzwungenen Schwingungen des Kreiselpendels: 
I. 9, :ä+k, a+ 9. u: p+e,:a=P. ein! | 
; SETZE. 
11. J, pP -r k,, s pP 9. u.a -H Cy'P 0 J 
Alle diese Gleichungspaare sind geschwindigkeitsgekoppelt. Sie lassen sich alle mit den 
Methoden der gekoppelten Schwingungen behandeln und integrieren. Aus den angeführten 
Beispielen sieht man, daß wir eine große Anzahl von Kreiselaufgaben lösen können, sobald 
es möglich ist, für das Kreiselsystem die Föpplschen Gleichungen anzusetzen. 


2. Grenzen für die Anwendbarkeit der Föpplschen Methode Bei dem FöpplIschen 
Ansatz muß ein raumfestes Koordinatenkreuz x, 9,2 bestimmbar sein, und damit muß vor 
allem die 2-Achse, von der die Kreiselachse nur wenig abweichen darf, raumfest sein. Dies 
ist nur möglich, wenn wir eine raumfeste, stabile Gleichgewichtslage bestimmen können, ın 
deren Nähe wir die Kreiselbewegungen studieren. Bei einer labilen Gleiehgewichtslage 
können wir diese Labilität wohl feststellen und auch den Anfang der Umfallbewegung, die 
sich in der Nähe der raumfesten z-Achse abspielen muß, berechnen. Für die Berechnung 
ler weiteren Bewegung versagt hier die Föpplsche Methode Aber auch die - und 
-Achsen, die mit den Hauptschwingungsachsen des Systems zusammenfallen müssen, müssen 
raumfest sein. Da nun die Hauptschwingungsachsen mit den Hauptträgheitsachsen des 
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Systems zusammenfallen, so läßt sich diese Bedingung nur für den symmetrischen Kreisel 
erfüllen. Bei dem unsymmetrischen Kreisel verlangt diese Bedingung, daß die Koordinaten mit 
dem Kreisel rotieren, und wir kommen auf die Eulerschen Gleichungen. Die Föpplschen 
Gleichungen sind damıt auf den symmetrischen Kreisel beschränkt, der aber für die Technik 
weitaus die größte Bedeutung hat. Aber auch beim symmetrischen Kreisel ist die Bedingung 
der raumfesten @- 9- Achsen eine sehr scharfe Einschränkung; denn wir können diese x-y- Achsen 
nicht beliebig legen, sondern sind an die Hauptschwingungsachsen gebunden, die meistens 
dureh die Konstruktion des Kreiselapparates festliegen. Wenn nun der Kreiselapparat durch 
seine Aufstellung auf einem Schiff oder Flugzeug Drehbewegungen macht, so sind die ein- 
fachen FöpplIschen Gleichungen in der oben gegebenen Form nicht mehr anwendbar. 
Wir können uns von der Bindung des raumfesten Koordinaten- 
kreuzes und damit auch von der raumfesten Gleichgewichtslage des 
Kreisels befreien, indem wir ein mit der Geschwindigkeit d drehendes 
j Bezugssystem zugrunde legen und das entsprechende Goriolismoment 


u ch in die Föpplgleichungen einführen: 
| ee L 


“iu dB 


Abb. 3. AL lt IB d| re Baer ee 5 ee een Kr 
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3 ist dabei der gesamte Impuls des Kreiselsystems, bestimmt gegen das Inertialsystem. 
St steht senkreeht auf B und d. Da «a und 5 nach unserer Annahme klein sind gegen die Kreisel- 
rotation #, so kann deren Impuls bei der Berechnung des Coriolismomentes vernachlässigt 
werden. Wir haben B für die Gesamtdrehung ud zu bilden. Wir nehmen an, daß die 
Komponenten d.d,d. des Vektors d gegeben sind und erhalten dann die drei Komponenten 
von 3 für kleine Winkel « und P#: 


J).u A 


Nun schreiben sich die Coriolismomente: 


A.:= Bd, B;d,, 
KR, h.: dx Bxd: 
A 


Setzen wir die Werte von B,PB;, B; ein, so ergibt sich: 
K,= (9, — 9,) d,d,— 9.u (d,+ ad,) | 
K,=(9;,- I,)d;d, + 9euld;— Pd;) (Da). 
K:= (9, — 9,)dd,„+ 9. u lad +Pd,) | 


N, kann wohl immer vernachlässigt werden, denn es bedeutet eine kleine Schwankung in 
der Drehgeschwindiekeit des Kreisels. Es wird wohl immer durch den Antrieb und die 
Hängzung des Kreisels aufgenommen. Dagegen haben wir die Komponenten A, und A, bei 
den FöpplIschen Gleichungen auf der rechten Seite hinzuzufügen. Ist d keine Konstante ın 
dem .r-, +, System, so muß auch d, und d, zu den Beschleunigungen @ und 5 hinzugenommen 
werden, die ja im rotierenden System gemessen sind. Wir erhalten dann folgendes Gleichungs- 
paar für 
das ungedämpfte Kreiselpendel bei drehendem Bezugssystem' 
I. 9,(a+d,) +9 u-P+cx a=K, | 


l 


a 

Il. 9,(ß +d,) .u-a+c,:Bß=K, | a” 
Die Werte A, und A, sind aus Gl. (5a) zu entnehmen. Die vorliegenden Gleichungen sind 
recht unübersichtlich und schwer zu integrieren. Ist aber d sehr klein gegenüber der Kreisel- 
drehung u, so können die quadratischen Glieder von d vernachlässigt werden. Sehen wir 
zudem d für den betrachteten Zeitraum in dem .«-, y-, z-System als konstant an oder als so 
klein, daß d, und d, vernachlässigt werden können, so erhalten wir die einfachere Form der 
(ıl. (6) für 


7 


das ungedämpfte Kreiselpendel bei langsam drehendem Bezugssystem: 


l. 9, :ä+9n-P+ler + 9end)-a+9.ud,=V |) m 
‘|. 
Il. © Iu:attle,„t Ice u d.)- p J.ud, =V 


u’ P 
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Bei dieser Einschränkung von kleiner Zusatzdrehung erhalten wir also wieder zwei 
schwingungsgleichungen in der a- und 5-Ebene, die im Geschwindigkeitsglied gekoppelt 
ind. Als Auflösune ergeben sieh Präzessions- und Nutationsbewerungen des Kreisels, zeanz 
ihnlich wie bei dem nichtdrehenden Koordinatensystem. Entsprechende Ausdrücke erhält 
man auch bei Einführung der Coriolismomente in Gl. (3) und (4). Für konstantes und kleines 
d lassen sich auch hier die Gleichungen noch löseu. Die Kopplung der beiden Schwingungs- 
rleicehuneen hat sich durch die Zusatzdrehung nieht geändert. Dagegen erhalten wir eine 
veränderte Gleichgewichtslage und eine andere Stabilität des Kreiselsystems. Da wir bei 
der Föpplschen Methode mit der Wahl der Koordinatenachsen gebunden sind, so müssen 
wir diese Coriolismomente sehr häufig einführen. Z. B. bei jedem Beobachter auf der Erde, 
aber ebenso bei jedem Kreiselapparat auf einem drehenden Schiff oder drehenden Flugzeug. 
Diese Coriolismomente können sehr groß werden und dürfen nicht vernachlässiet werden. 
Aber in fast allen Fällen genügt die einfache Gl. (7); denn fast immer kann die Drehung 
les Systems gegenüber der Kreiseldrehung als klein angesehen werden. So können wir die 
"öpplsche Methode von raumfesten Koordinaten auf langsam drehende Koordinaten erweitern. 
Sonstige Einschränkungen für die Anwendung der Föpplschen Methode bei der Berechnung 
von Kreiselaufzaben sind nicht vorhanden. 

Zum Schluß möchte ich noch die wiehtigsten technischen Probleme aufzählen, die 
mit den Föpplschen Gleichungen berechnet werden können: 

I. Der Sehiffskreisel (Schlingerkreisel) in seinen verschiedenen Ausführungen. 

2. Der Kreiselkompaß in seinen verschiedenen Ausführungen. 

3. Der Kreiselhorizont für Flugzeuge. 

t. Die Einschienenbahn. 

Man sieht aus dieser Aufzählung, wie eine an einem Sonderbeispiel gut durchgeführte 
Rechenmethode die Grundlage für eine große Anzahl von Lösungen werden kann. Dies 
möchte ich in dankbarer Erinnerung an unsern verehrten Lehrer August Föppl an dieser 
Stelle besonders erwähnen. P5 


Tüurbulence in a contracting stream. 
(1. I. Taylor in Cambridge (England). 


The effect of the converging entry to a wind tunnel in redueing the longitudinal Nuetuations 
in velocity due to turbulence is well known. It has been explained by Prandtl'), who 
pointed out that when the mean air speed increases from U to IT a part of the stream which 
has veloceity U’ + u at the entry to the contraction must have velocity approximately IU+-T "u 
at the exit in order that the gain in energy may be the same for all filaments of fluid. 
This explanation presupposes a steady flow ın which there are no transverse eomponents 
of turbulent veloeitv. On the other hand consideration of a rotating mass of air placed with 
its axis of rotation down stream led Prandtl to suppose that the transverse velocities may 


increase in the ratio 1 m, 

It seems worth while to put this line of reasoning into a eonerete form, so that the 
action of eontraction on mathematically defined forms of disturbance may be caleulated, and 
the results compared with the observations which are now becoming available owing to the 
use of the hot wire and other methods for measuring fluetuations of wind veloeity. 

Following Prandtl we may suppose that the mean wind is flowing irrotationally and 
that the disturbance can be regarded as being due to vortieity whose components are 
No» Lo: The effeet of the eontraction is to elongate filaments of partieles Iying in the 
ddireetion of the mean wind and to eontract filaments Iying perpendieular to it. 'Thus if the 
contraetion is the same in all direetions round the centre of the wind tunnel a particle whose 


coordinates before eontraetion were (#,, Yo, 2,) arrives, after contraetion, at (“,, Y,, 2,), where 
1 


x Hl. Mm! °. 21° 2%1 ” and X isthe distance travelled by the particle originally 


1 
situated at the orıein. 


More generally if the eontraction Is not the same in all direetions 
wert, Beni, KEE iS u 3 en aha rl 
with the condition of eontinuity 


er 0 a ei Te 


I) „The Physies of Solids and Fluids‘, p. 358. 
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If &,, 970, 5, and &,, 97,, S, °), are the components of vorticity before and after the 
eontraetion the Lagrangian equations of vortieity are 
o Q JH 0x, . Or, 
& & 9 rs 
- Ö HK & Ö Ur : Ö zo 
» Q WU} Q NH Ö Hi ) 
} & C >) 
Tr "og, oz, | 
N + = E 
n = ( u 2 02, = 02, 
4 0 Q 2 I /o Q Y, -0 Q 2, | 


and if the eontraetion Is so rapid that the relative motion of two neighbouring particles due 
to the contraetion is large compared with that due to turbulence, then from (1) 


Or, or, 02, RR - MR 
- I: 3 WM. 3 n while \ 2 ..=d. 
Udo ( un U#%, ( Un u 
Thus 
oje, wen, Su, un 3 8 Bi ec 


If the veloeity eomponents in the stream before contraetion are known, &,, n,, &, are 
known, so that &,, »7,, £, are also known. To find «, ®, w,, the velocity components after 
eontraetion, it Is necessary to solve the equations’) 


V?:F, &., 9°8, u; FI AU 5% 
The veloeity components are then 
oH, 06, oFl oH, 0G, oF, r 
u, = . u: . w, = (b) 
ı dY 02, 02, 60, du, 09% 


together with the irrotational motion necessary to satisfy the imposed boundary conditions. 


Kyuations (4), (9) and (6) therefore represent formally the solution to the problem. In 
general it would be diffieult to carry out the required mathematical operations, but the 
complete solution may be obtained in certain cases when the disturbances are represented 
by simple formulae. 


(‘onsider the disturbance 


u, A,cosa.r,sin by,sin e2, | 
IR R,sin a.,cosby,sinez, ea a 
m, (‚sin a=,sin by,cos ec 2, 
Continuitv is satistied ıf 
ieh 5: u re aa En ee 


and the disturbanee eonsists of three-dimensional vortices contained in reetangular cells 
whose sides are zla, alb, le. 


The eomponents of vortieity are 


&, = (C,b - B,e) sin a x, cos b y,cose 2, | 
7 (ne 0, a) cos ax, sinby,cose 2, (9). 
Ga (b,«a A, bh) cos a COS h Un sin € zo | 

After eontraetion therefore the components of vortieity are 
&S 1 (0,b- B,e)sinl'an,cosm 'by,cosn 'ez, | 
7, mine (,a)cost "ax, sınm 'by,cosn 'ez, br 3 ee 
on (B,a- A,b)ecos"ax,cosm'by,sinn'ez, | 


The solutions of equations (5) are 


F, . IF; I, & ] E 6; (a?l 5 I? m: l re? N 2) 1 . 


# 1 


\ır Sg 
’ x 


\ \ 


)) Stokes: „On the Dynamical Theory of Diffraction‘*, Camb. Trans. 1849. 
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so that from (6) 


u, A,cosl 'ax=siınm 'bysinn 'ez | 
v,=B,sin”’axcosm'by sınn 'ez er EEE , 7 
w,—=(,sin”’axrsinm'bycosn'cez 


where 
cem?(A,c—C,a)—bn?’(B,a—A,b) 


hund, alt’ +bm’+en”? 
an? (D,a A,b) ce? (C,b—B,t) 10 
et + m ?’+en? di 


bE(C,b B,c) -am?’(4,c—C,a) 
=n 





. | „ „ 


ali’+-BP’ an’ +c’n"° 


When the contraetion is svmmetrical about the axis of x as ıs the ease in the entrance 


* 1 * j 
to a wind tunnel, w=n=Tl" > and the relations (12) become 


1 1 

"—+b?’+0c ı Aabke( ı Aac®(] *) 

A=4 = - i Be Br+— = er ” C=(CG!-+ er - (13). 
’ earTt’+b°’—+e a®l’- -c | ST; 


When I is large these expressions reduce to 


era a? —+b?+ ec? B, ? e(B,c--C,b) 4 r b(B,ce—(,b) 


I? —.. e? b) RB h? I ep? . (' h? L p2 . . . (1 h), 


0 


| 


so that A,/A, decreases proportionally to 1 
1 
to P as indieated by Prandtl. It will be noticed that the constants of proportionality are 


not in general equal to 1.0, but the initial values of A,/A,, B,/b,, C,/C, when I is only 
slightly greater than 1 must be equal to 1, so that the expression (14) cannot be even 
approximatelv true when the contraetion is not great. 

The objeet of this note is to compare the observed changes in the eomponents of 
turbulent motion in a stream as it passes down the contraeting mouth with those ealeulated 
theoreticallv. 


while 5,/b, and €,/C, Increase proportionally 


Longitudinal Components. In (14) it will be seen that the effect of eontraetion on the 

longitudinal components depends only on a,b, cand!. When a is small, so that the eddies 
are very much elongated in the direetion of the stream, A,/A,=1"' On the other hand if 
A, a? —+- b? 
A ®T’+b 
«5b, so that the eddies consist of alternate vortices contained in eylindrical partitions of 
square eross section then 4,/4A,=2F'"(+T°)'. If the turbulence is isotropie we might 
suppose that the eddy system of type (7) which would most nearly represent it would be 
that for which a=b=e. In this case A,/A,=3T"'(2+T°®y'. Over a very wide range ol 
possible types of eddy therefore there is no very great variation in the effeet of eontraction 
which may be expected to reduce the longitudinal components in some ratio Iying between 
It and 21. 

Comparable measurements have recently been made at the National Physical Laboratory 
on the effect of contraetion on the turbulence produced by a sereen of flat slats arranged 
in a spuare latticework. The values given 


they are very much elongated in the direction, say, ofthe axıs of z, ‚I ' and if 


















































in Table I were found by Mr Simmons = | u Iower Rsition al hof wire 
using a hot wire, bv Mr Townend = S SE = 
photographing spots of air heated by a = ji er rg S in S 

spark and by Mr Fage using the ultra S Sm 
mieroscope and a stream of water. The Honeycomb 7 A Q4cm Contraction 

author is indebted to these gentlemen TZER) { 3 Jurbulente- 

or permission to publish their results. 12cm) 7 Froducing 

Ihe measurements for which 1=3.26 f 4 Grid 

were carried out by all three methods vg 


Abb. 1. Experimental arrangement for studying efleet of 


under identical experimental conditions | a ee 
eontraetion on Turbulence by grid of slats. 


at the same Reynolds number. "The 

contraeting channel with its turbulence-produeing grid is shown in fig. 1. The contraetion 
rom 10 em to 5.4 em diameter was found to increase the mean veloeity ofthe stream in the 
ratio 1:83.26. 
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The ultramieroscope measures the maximum and minimum veloeities and in his earlier 
work with the hot wire Mr Sımmons also measured these. The ratio of the maximum 
variations of veloeity in the eontraetion to that at the entrance is given in the column headed 


iM. H } 


0) 


The "heated spot’ method and also the more recent hot wire work can be used to 
1 
measure (u,?/u,?)? 








/ 1.5 ( u? 9 in Authority Method 
3.26 0.46 0,50 Simmons Hot wire 
0,38 | ee 
lownend Heated spot 
V.41f 
0.38 a 
0.52 | Faxe Ultramieroscope 
13.2 0,114 0,.12* Simmons *) Hot wire? 
ir 0.15®) 
= 0,59 0.33 


It will be seen that the expression 1.517" which is approximately the same as 


21'(2+ 1°" which was ealeulated for vortices in eubical partitions, lies within the range 
of observed values. 


Transverse Components. It will be noticed that B,/B, is not in general equal to (,/C,. 
indeed if C,=0, C,/C, is infinite. The turbulence behind a screen of slats of type illustrated 
in fie. I may be expected to be statistieallv isotropie, at any rate so far as lateral components 
are eoncerned, so that if we are comparing the transverse components with those due to 
eddies of the type (7), we must suppose that these eddies are distributed in all orientations 
round the axıs of w. Thus if », and ®, are measured transverse components of turbulent 


0 
1 
veloeity, we must eompare the measured value of (r,?/v,2) with R, 


where R? 


Fam 

ww 

vn 

Ai | 
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(1»). 


m 
win 

vv 

1} 
7 m 


The value of R does not seem to be very 
sensitive to the ratios a:b:e, but it varies 
very considerably with B,/A,. Taking the 

IL | range of eddies for which a =b=e, 1. e. eddies 
dr in eubical partitions, the value of AR is shown 


1 
A '  ın fie. 2 as a funetion of I for several values of 
a NW B,/A,. It will be seen that for values of B,/ A 


0 w® 0 


u ! Iving between +02 and 0.5 the effect of 
0 | 02 ' the eonvergence is first to reduce the lateral 
components but this reduetion is followed by an 

-0,4 increase as | increases. In all cases (except 
03 | —— the Iimiting one, B=--.0,54, for which the 
E vortex filaments are perpendieular to the axis 





e 1 
2 ' of the tunnel) AR becomes proportional to P as I 
10 75 20 23 30 35 0: 4 B< 

un Increases but it ıs only in the case B,lA, = x 
(when the motion is confined to the planes perpen- 


Abb. 2. Transverse components for various value 


1 
of Ao/Bov- ] represent range of observed values. dlieular to the ımeen stream lines) that R=1%. 


Comparison of Transverse Components with experiment. In seeking to ecompare formulae (14) 
with experiment it is not possible tho choose a priori a value of 5B,/A, which is likely to 
vepresent the turbulence behind a sereen of slats. Allthat ıs possible is to mark tlıe observed 


1 
values of (r,°/ 7, at the corresponding values of P on the diagram fig. 2. The observations 


0 


given in Table II habe been made at the National Physical Laboratory. 


') Early measurements using uneompensated amplifieation. 
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Table 1. 








l yı (v,2|v2)? | Yımazx! Vo max Method Authority 
2.7 1.64 — 0.76 to 0.9 Hot wire?) Simmons 
3.26 1.80 0,76 to 0.79 Heated spot Townend 
3.26 1.80 0,69 Ultramieroscope®) Fare 
13.2 3.64 1.2 to 1.3 Hot wire?) Simmons 


These results are marked in fig. 2. It will be seen that they correspond roughlv with 
the ealeulated results for B,/A,=— 0.3, and in partieular they show the special feature 
exhibited by theoretical curves for this type of turbulence, namely that the lateral components 
of turbulence first decrease but afterwards increase when the stream has undergone very 
considerable contraction. 

When a=b=e the three componentes of vortieity are proportional to B,— 0,0, As, 
A,—B,, so that when B,JA,=—-03, &:9%:%=04:—1.7:13. For the type of tur- 
bulence which behaves in a contracting stream most like the observed turbulence produced 
by agrid of slats, the longitudinal component of vortieity is therefore less than the transverse 
components. It might be expected that the turbulence shortly behind the grid would resemble 
two superposed sets of vortices with their axes parallel to the slats. All the vortex filaments 
would in that ideal case lie in the plane parallel to the sereen, so that ecomparatively little 
vortieity IS to be expected with a component parallel to the main stream. 


Another special case. A two-dimensional vortex system enclosed in square partitions 
can be represented by 
u, A,cosarsinay, v=—4A,Sinaxzcosay . .: .:.. (9. 


If this passes through a contraction where x 
the veloeity inereases in the ratio 1:1 in the 
direction of the axıs of x, (13) gives 


ne 2 = 
(u2lu? =2r' I + ’Y' 
| . AM). | | | | 1 " 
- 











( 2 92)? 21 (1 + 17°) 





When I is large these are 21”! and 2: 
respectively so that the transverse component 
decreases much more rapidly than the longı- 
tudinal eomponent. The stream lines before 
and after contraction are shown in fig. 3a 


So == 
and fie. 3b forl=2., ! 


f the same vortex system in — ' A 
square partitions (1. e.) that represented by 


(16) is oriented, so that tlie diagonals of the 
squares are parallel to x and y (as shown in 


N 
my 


1} 



































lie. 4a), then Abb. 3a. Abb. 3b. 
1 i 1 — e ‚1 
u,=2°:4A,sın (2ay), ®%, ZI A San ER) : 5: 2 HAAS), 
1 1 5 . n 1 „ PN “ 
so that &, = — aA, feos (2? a.) + cos(2?ay)}. After contraetion S,= 1 :{, and I? MH, E- 
| Ba as Re" Fi ' 
so that H, -— a! A,T2 PP cos("'22ax)+T'eos(l2?an);. Hence from (6) 
oH, ) a de oH, “ a 
no 9-, I! 1) ER 9-1 03 ( 
= Frage :0'A,sın(l&:ay), v= u. 2: A,sin(ear). . (19), 
so that 
vu?) a2 1 — 3 - .) 
(u? Hu) I E) (9,2 vo) 1: . . . . . . . . . . . . . . . (20). 


5) Karly experiment with wire using uneompensated eireuits. 
6) Experiments with water channel. 





































i nr be i “ r ’ : y i . a Ztsehr. f. angew 
36 Follmien. Über die Korrelation der Geschwindiekeitskomponenten 
| Math. und Meel, 





Comparing (20) with (17) it will be seen that in both cases for large values of I the « 
components are reduced by eontraetion proportionally to I’. "The transverse components on 


the other hand are reduced proportionally to 7’?, when the vortices are arranged with their 
eentres along and perpendieular to axıs of contraetion, but when they are arranged with their 


’ u. ’ i ’ 
eentres in lines at 45° to this axis the transverse components inerease proportionally to l: 





\bh. 4a. Ab b. 4b. 


The disturbance (15) has no & component of vortieity, so that the inerease in the 
transverse component when the vortices are arranged diagonallvy ıs not due to an increase in 
£ with eontraetion. It is due to change in the distribution of &vortieity. A large contraetion 
of the vortex pattern in the direetion of the sides of the partitions brings alternate positive 
and negative centres of vortieity elose together along lines perpendieular to the axis of the 
channel (see Fig. 3b). A sımilar eontraetion along lines at 45° to the sides of the partitions 
brings positive centres elose together along one set of lines and negative centres along another 
(see Fie. 4b). The stream lines of the disturbance after eontraction are shown for 1=2 ın 
hier. tb. r 19 


Über die Korrelation der Geschwindigkeitskomponenten 
in periodisch schwankenden Wirbelverteilungen. 


Von W. Tollmien in Göttingen. 


n einem Vortrag vor dem IV. Internationalen Kongreß für angewandte Mechanik in Cam- 
Ba 1934 berichtete H.L.Dryvden über Messungen von Geschwindigkeitsschwankungen 
in einer Strömung längs einer glatten ebenen Platte. Man weiß, daß eine gewisse Länge hinter 
der zugeschärften Vorderkante einer solchen Platte noch eine laminare Grenzschicht besteht, 
die weiter hinten in eine turbulente Grenzschicht übergeht. Drvden stellte nun fest, daß in 
dem der laminaren Grenzschieht vorbehaltenen Gebiet Geschwindigekeitsschwankungen von 
etwa derselben Größenordnung vorkamen wie in der turbulenten Grenzschicht. Trotz der 
beträchtlichen Geschwindigkeitsschwankungen wich aber die Geschwindigkeitsverteilung an 
dem Vorderteil der Platte im Mittel nieht merklich von der laminaren Geschwindigkeits- 
verteilunge ab, die von H. Blasıus auf Grund der Prandtlschen Grenzschichttheorie be- 
rechnet wurde. Man hat also anzunehmen, daß die Dynamik der Strömung durch die 
Schwankungen wenig beeinflußt war. Insbesondere durfte durch die Geschwindigkeits- 
schwankungen kein wesentlicher Impulsaustausch erfolgen, der zu einer scheinbaren Schub- 
spannung Anlaß gab, während scheinbare Normalspannungen an sich unwichtiger sind, wenn 
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die Strömungen überwiegend in einer Richtung erfolgen. Zum Aufbau einer Schubspannung 
ist eine Korrelation zwischen den Komponenten der Geschwindigkeitsschwankungen in zwei 
verschiedenen Richtungen notwendig. Dies ist an sich natürlich bekannt. Nur hat man bis- 
her häufig die bloße Existenz von Geschwindigkeitsschwankungen als genugsam charakte- 
ristisch für die Turbulenz angesehen, in der stillschweigenden Erwartung, daß eine Korre- 
lation zwischen den Schwankungskomponenten schon vorhanden sein wird. Ohne weiter die 
Experimente Drydens und die Herkunft der dortigen Schwankungen zu erörtern, hat man 


jedenfalls öfters auch das Auftreten unkorrelierter Geschwindigkeitsschwankungen in Betracht 


zu ziehen. Es ergibt sich daher allgemein die Notwendigkeit, der Korrelation zwischen irgend- 
wie, etwa theoretisch, festgestellten Geschwindigkeitsschwankungen die größte Aufmerksam- 
keit zu schenken, um sich der Wirksamkeit der Schwankungen für die Gestaltung des Ge- 
schwindigkeitsprofiles zu vergewissern. 

Im folgenden sollen nun zwei periodisch schwankende Wirbelverteilungen, die stationären 
Grundströmungen überlagert sind, auf die Korrelation ihrer Geschwindigkeitskomponenten 
hin untersucht werden. 

Wir beginnen mit der Definition der scheinbaren Spannungen und der Korrelation. Es 
sei ein kartesisches Koordinatensystem x, y, 2 gegeben. Die einer zeitlich konstanten Ge- 
schwindigkeitsverteilung überlagerten Geschwindigkeitsschwankungen sollen nach diesen Koor- 
dinatenachsen in ihre drei Komponenten «’, v’, w’ zerlegt sein. Zeitliche Mittelwerte sollen 
dureh Überstreichen gekennzeichnet werden. Definitionsgemäß ist =?’ m’ —0, Indem 
man mit o die Flüssigkeitsdichte, mit o,, o,, 02 die scheinbaren Normalsparnungen, mit 
Typ Tea, T,- die scheinbaren Schubspannungen bezeichnet, wird 


Ox oO u?, Oy= V v2, 6; —_o{ mr, 
(N). 
Tı HY 0 u’ v, Terz 0 um’, Tx2: = 0 vr | 
Die Korrelation etwa zwischen «’ und ®’ wird durch den Quotienten 
c 
um’ 
k(u’,®v')= (2) 


yaryen 


gemessen. Während scheinbare Normalspannungen beim bloßen Vorhandensein von Sechwan- 
kungen stets existieren, gibt es eine scheinbare Schubspannung r,,, nur dann, wenn der Korre- 
lationskoeffizient A (w’, »’) von OÖ verschieden ist. 

k:(w, ev’) wird dann und nur dann gleich +1 oder — 1, wenn ®’ im ganzen Zeitverlauf, 
über den gemittelt wird, «” proportional ist. In allen anderen Fällen ist der Betrag von 
k(w,®’) kleiner als 1. Man darf k(w’,v’) keineswegs als ein Maß für eine allgemeinere 
funktionale Abhängigkeit zwischen « und »’ auffassen. Ein von 0 und + | verschiedenes 
k (n’,e’) bedeutet vielmehr nur eine gesehwächte Proportionalität zwischen « und »’. Falls 
man es mit den einfachsten Schwingungsvorgängen zu tun hat, so gibt k(w, ce’) 1 Phasen- 
gleichheit, A (w,0’)=0 Phasenverschiebung um 9° zwischen den beiden « und v’ zuge- 
ordneten Schwingungsvorgängen. 

Das erste Beispiel für unsere Korrelationsuntersuchung entnehmen wir der Theorie der 
entstehenden Turbulenz. In dieser Theorie werden laminare Geschwindigkeitsprofile auf ihre 
Stabilität hin untersucht, indem ihnen kleine Schwingungen überlagert werden, deren Dämp- 
[ung oder Anfachung über Stabilität und Labilität entscheidet. Es sei etwa eine Grund- 
strömung gegeben, die zweidimensional sei und im wesentlichen in der »-Riehtung erfolge 
und daher eine hauptsächlich nur von der Koordinate % (senkrecht zu x) abhängige Geschwindig- 
keit habe. Diese sei U(y). Ihr wird eine Störung überlagert, die aus in der «-Richtung 
wandernden Wellen besteht. Man kann die Störung in Partialschwingungen auflösen, von 
denen eine herausgegriffene durch die Stromfunktion 


ee RR 


») 


beschrieben sei. «a ist reell und gleich FR ‚ ist die Wellenlänge der Partialstörung; P soll 


im folgenden auch reell sein, indem wir uns auf die neutralen Schwingungen an der Stabilitäts- 
grenze mit verschwindender Anfachung und Dämpfung beschränken. / ist dann die Kreis- 


> 


* ) . v [3 ” [3 [2 . * [3 ” 
[requenz, e= P die W ellengeschwindigkeit der Partialstörung. 9 (y), die Amplitudenverteilung, 
a 


kann komplex sein, gleich 9,+iy;. Nehmen wir etwa den Realteil des komplexen Aus- 
druckes (3) für die Stromfunktion einer Partialschwingung als realisiert an, so bekommt man 
in reeller Schreibweise: 

Yr(y) eos — PH - ply)snlax— PO. . 2 2 2 nn. A. 
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Die daraus folgende Geschwindigkeitskomponente in der «-Richtung, die wir im Anschluß an 
unsere einleitenden Ausführungen mit «’ bezeichnen, ist 


dy,(y) doy;(y) 





Tu coslax - pt sin(ax— Pl). . ... 3 
dy ” dy air rn 
die Komponente in der y-Richtung 
v =atfy;coskaxz— Bl)+yY,sinlae— Bi. :. : 2 2 2 2 2 2.05% (6). 
BR oh 2 
Indem wir den zeitlichen Mittelwert von «’»’ bilden, wobei wir uns auf eine Periode ”. 
P 
beschränken können, erhält man 
; , [7 d YG r d q i _ 
ı m (1; (Vr \ ö . . ; . . . . . . . ; . : . . 
(Fi ay Tr dy (“) 
Die Differentialgleichung für 9 ist nun: 
. Ber I’ oe ri sm > a? ı ‚ + a ( (8) 
/ ] N 67 . / u / J : : i : i . : . x, 
wo » die kinematische Zähigkeit bedeutet. Die Ränder des Gebietes Wände oder bei den 
nur einseitig begrenzten Grenzschichtprofilen das Unendliche — erfordern Verschwinden von 
de I i ’ 
y und N - Nun hat sich bei den Untersuchungen dieser Differentialgleichung herausgestellt, 
( — _ = 


daß eine sehr kleine Reibung die Störungen wesentlich nur in der unmittelbaren Nähe der 
Wände oder derjenigen Stelle beeinflußt, wo Grundgeschwindigkeit U und Wellengeschwindig- 
keit e übereinstimmen. Es sei daher zunächst an die reibungslose Störungsgleichung 


I! 
‚» 


7 a? q Mi g EEE EEE GE N #0 ru 


m 
angeknüpft. Da dies eine Differentialgleichung mit reellen Koeffizienten ist, so muß 9, und 
y; Jedes für sich der Differentialgleichung genügen. Nach einem bekannten Satze aus der 
Theorie der Differentialgleichungen ist daher 


dor do; 3 
Hau Fri Bl er ee ee N 


soweit nicht singuläre Punkte in der Differentialgleichung auftreten. Falls y, und 9; linear 
abhängig, d. h. einander proportional sind, verschwindet die obige Größe. Nun tritt aber ein 
sinzulärer Punkt in der Differentialgleichung an der Stelle auf, wo U=e wird. wv»’ ist also 
nach der reibungslosen Betrachtung durch eine 'Treppenkurve dargestellt mit einem Sprung 
an der Stelle U=e. In einer früheren Arbeit des Verfassers') ist durch einen Grenzüber- 
gang zu verschwindender Reibung festgestellt, daß «’ dort einen Phasensprung hat. Be- 
zeichnen wir Größen an dem singulären Punkt mit dem Index O0 und zählen wir die Koor- 
dinate y so, daß U, positiv ist, so tritt beim Übergang durch den singulären Punkt von 


4 

jo ig, hinzu, während 9 stetig bleibt. 

0 

Dieser neue Bestandteil in 9°” gibt der konstanten Größe wv’ beim Übergang durch 

den singulären Punkt von größeren zu kleineren y einen sprunghaften Zuwachs von 
rm 

(di N 


=|@,1° vr , wie eine kleine Rechnung in (7) zeigt. 


_ 0 

Häufig kann man noch von vornherein weitere Aussagen über «’v’ machen, wern man 
etwa weiß, daß an einer Stelle «’ bzw. v’ ständig O0 ist. Dies ist der Fall in der Mitte einer 
symmetrischen bzw. antisymmetrischen Partikularschwingung, die einem symmetrischen Ge- 
schwindigkeitsprofil im Kanal überlagert ist, ferner allgemein im Unendlichen bei einem 
Grenzschiehtprofil. Damit weiß man sofort vollständig Bescheid über «’»’ auf der einen 
Seite des kritischen Punktes, etwa für U >e. 

Bisher haben wir uns nur mit einer Partialschwingung beschäftigt. Es ist leicht eın- 
zusehen, daß zwei Partialschwingungen mit verschiedenen a und e bei Mittelung über Zeiten, 
die gerenüber ihren Perioden lang sind, keinen Beitrag zu w’ ’ liefern, also unkorreliert sind. 
Wenn dagegen zur selben Wellenlänge und Frequenz zwei verschiedene Partialschwingungen, 
etwa eine symmetrische und eine antisymmetrische, gehören, können diese immer in korre- 
lierter Weise zusammengesetzt werden. 


erößeren zu kleineren y in g’ ein Bestandteil 


!) W. Tollmien: Nachr. Ges. Wiss. Göttingen, Math.-Physik. Kl. 1929, S. 21. 
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Beiläufig bemerken wir, daß die Verhältnisse bei angefachten oder gedämpften Schwin- 
ngen ganz anders liegen. Da y, und 9; nicht mehr getrennt für sich der Differential- 
eichung mit komplexem Parameter e genügen, gilt der vorhin benutzte Satz (10) nicht mehr. 
ı übrigen stößt die Definition der zeitlichen Mittelwerte dann auch auf Schwierigkeiten. 
ımerhin wird man einiges von den neutralen Schwingungen als dem Grenzfall der ange- 
ıchten oder gedämpften übertragen können. 

Während bisher die innere Reibung höchstens bei Grenzübergängen (an der Stelle 

c) in Betracht gezogen wurde, soll nunmehr der explizite Einfluß einer kleinen Reibung 
urz erörtert werden. An der Stelle Y=e wird der plötzliche Anstieg in «ı” durch die 
teibung abgeflacht. In dem Stück zwischen kritischer Stelle und der Wand war nach den 
ı der Wand auf Null gebracht. Die größten Werte von «’v’ sind daher in der Gegend von 

c zu erwarten. Von hier aus wird die Umgestaltung des laminaren Profils erfolgen. 


Das Verhalten des Korrelationskoeffizienten an der Wand müssen wir noch untersuchen, 
0) 


la er dort wegen des Verschwindens von « und v in der unbestimmten Form , erscheint. 


Yi r 

dy dy 

ku v' Te er A 
s z z do, . do; ” 
Ver+er| FH 


und 9,” an der Wand gewöhnlich nicht verschwinden, approximieren wir q, durch 


Ks ıst dp, j do; 


Da o, 


‚ y 


Yr ’ r 
2 ‚ Y, durch 9,’ y usw., wo y den Abstand von der Wand bedeutet, und erhalten so 


-) 
für k(w’,v’) an der Wand den Wert 0. 

Als Beispiel betrachten wir neutrale Schwingungen, die dem Prandtl-Blasıusschen 
Grenzschichtprofil an der Platte überlagert werden können. An diesem Profil wurden über- 
haupt zum ersten Male die Stabilitätsgrenze und kritische Reynoldssche Zahl einer 
laminaren Strömung von dem Verfasser berechnet (1. e.). Zu den daher bekannten Störungs- 
parametern wurde neuerdings von H. Schlichting?) noch die Amplitudenverteilung einiger 
neutraler Schwingungen berechnet. Bezeichnen wir die maximale Geschwindigkeit des Grenz- 
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schiehtprofils mit U ,,ax, die Verdrängungsdicke \(i N dy mit Ö*, so soll zu der aus- 
. Max’ 
.. ner E23 -ı u Y TREE 0 )( y* . 
oewählten neutralen Störung «0* = 0,159, e= 0,350 7, ,., und 593 gehören. In Abb. I 
« Y’ 
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Abb. 1. 


‘t neben dem Grenzschichtprofil zunächst yw’? und y r’? aufgetragen; der Maßstab ıst will- 
ürlich gewählt wegen des unbestimmten Faktors in 9. Dann folgt w»’, das den erwarteten 
erlauf zeigt. Das Verhältnis des Wertes von «’” in dem kritischen Punkte U’ =-e (im 
ıbstand 0,614 Ö* von der Wand) zu dem theoretisch nach der reibungslosen Betrachtung 
orhin berechneten ist 0,72. Schließlich zeigt die Abbildung den Korrelationskoeffizienten 
(w,v’), dessen absolut größter Wert — 0,17 ist. 

2) H. Sehliehting: Die Naturwissenschaften, S. 376, 1934. Außer der knappen Notiz, die sieh dort findet, konnte 
h eine ausführlichere Niederschrift dieser Peehnung benutzen, die mir Herr Scehliehting in dankenswerter Weise 


" Verfügung stellte. 
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Abschließend seı bemerkt, daß die allgemeinen Betrachtungen über die Korrelation iı 
den Partialschwingungen auch für die ausgebildete Turbulenz*) Bedeutung gewinnen könnten 
falls man diese etwa als eine statistische Superposition von Elementarschwingungen übe: 
einer Grundströmung auffassen würde. 

Die zweite Strömung, die wir auf die Korrelation ihrer Geschwindigkeitskomponenten 
untersuchen wollen, sei durch eine Kärmänsche Wirbelstraße erzeugt. Damit kommen wiı 
zu einem besonders anschaulichen Beispiel einer um Mittelwerte periodisch schwankenden 
Strömung. Die Zirkulation eines einzelnen Wirbels der Wirbelstraße + /\ die Entfernuno 
der Wirbel derselben Reihe sei !, der Abstand der beiden Wirbelreihen h. Über das von 
der Wirbelstraße erzeugte Geschwindigkeitsfeld wird oft eine konstante Geschwindigkeit über- 


lagert, die wir aber im folgenden als nieht wesentlich unberücksichtigt lassen. Die Flüssig- 


keit ruhe also im Unendlichen. Die Wirbelreihen werden in sich mit der Geschwindigkeit 
I’ _ ha 


519 7 verschoben. 


Zunächst bestimmen wir die durch die Wirbelstraße erzeugte mittlere Geschwindieg- 


keit. Die w-Achse des Koordinatensystems legen wir parallel der Wirbelstraße, die y-Achse 
senkrecht dazu. « und » seien die gesamten Geschwindigkeitskomponenten. Wir betrachten 
\v» od 
oe ou 


die Rotation var Außerhalb der Punktwirbel ist die Rotation 0. Daher verschwindet 
PL 


N N 42 
. . . ( ! ( u .. ® \ e 24 
der zeitliche Mittelwert Teer überall, abgesehen von den beiden Geraden, wo sich die 


Wirbel befinden und fortbewegen. Indem man die Reihenfolge der zeitlichen Mittelung und 














räumlichen Differentiationen vertauscht, erhält man S - 3 Da die zeitliche Schwankung 

durch gleichmäßige Verschiebung des Strömungsbildes in der »-Richtung entsteht, müssen 
Er 0v du 

die zeitlichen Mittelwerte von x unabhängig sein, daher Far 0, abgesehen vom Ort der 

Wirbelreihen. Also ist @ stückweise konstant 

N mit einem Sprung am Ort der Wirbelreihen. 

| Wegen der eben erwähnten Entstehung der 

(2) ji 2 zeitlichen Schwankung kann man die zeitliche 

' a Mittelung auch durch eine räumliche Mittelung 

au an der augenblicklichen Strömung über eine 

0) 0) | Sr Strecke parallel der «-Achse von der Länge I! 

| “7 der räumlichen Periode ersetzen. Indem man 

Are] | die Zirkulation um ein unendlich schmales 

Abb. 2. Rechteck der Länge ! bildet (siehe Abb. 2), das 


verade einen Wirbel umschließt, erhält man für den Sprung in @ den Wert L ist durch 
/ b 
von . unabhängig ist, folgt durch Mittelung der Kontinuitätsgleichung » identisch 0. 


eine Treppenkurve dargestellt, innerhalb der Wirbelreihen ıst #«=- außerhalb 0. Da 


Nun zu den Geschwindigkeitsschwankungen! Die Verschiebegeschwindigkeit der Wirbel 
!’_hn 


>7*9 l entspricht der Wellengeschwindigkeit, der Wirbelabstand I! der Wellenlänge in 
unserem früheren Beispiel. «v’ kann man durch den bequemeren Mittelwert «v’ er- 
setzen. tv’ finden wir, indem wir behufs räumlicher Mittelung einen Streifen des Strom- 
linienbildes von der Breite I! herausschneiden. Der Streifen sei durch zwei Geraden senk- 
recht zur Wirbelstraße begrenzt, die durch zwei Wirbel einer Reihe gehen (siehe Abb. 2). 
Das Stromlinienbild ist dann spiegelbildlich zur Mittellinie des Streifens, « ist gleich in 
zwei Punkten gleichen Abstandes von der Mittellinie, ®’ entgegengesetzt gleich. Mitteln wir 
nun über Strecken parallel der «-Achse, so muß «v’ wegen der eben festgestellten Eigen- 
schaft überall verschwinden. Die Komponenten der Geschwindigkeitsschwankungen in einer 
Kärmänschen Wirbelstraße besitzen bezeichnenderweise keine Korrelation. Die Schluß: 
weise läßt sich sofort auf eine Kärmänsche Wirbelstraße in einen Kanal übertragen. 

Fine ähnliche Analyse läßt sich an den von G. J. Taylor’) zwischen zwei rotierenden 
Zylindern festgestellten Wirbelgebilden nicht vornehmen, da wegen des stationären Charakters 
der gesamten Strömung keine zeitliche Mittelung möglich ist. PS 

>) Auf die entseheidende Bedeutung der Korrelation der Schwankungskomponenten für die ausgebildete 'Turbu- 


lenz wurde sehon in meiner Studie zur Turbulenzstatistik (diese Zeitschrift Pd. 13, S. 351, 1995) hingewiesen. 
ı) (1... Taylor: Philos. Transaect. of the Royal Soe. of London, Ser. A, Vol. 223, S. 289, 1923. 
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Ableitung der Schalenbiegungsgleichungen mit dem 
Castiglianoschen Prinzip. 


Von E. Trefftz in Dresden. 


enn man die Theorie der Schalenbiegung in der üblichen Weise anschaulich entwickelt, 

bereiten die geometrischen Betrachtungen, insbesondere die Berechnung der Krümmungs- 
nderungen, erhebliche Schwierigkeiten. Ich will hier zeigen, wie man diese umgehen kann, 
dem man sich des Prinzips von Castigliano bedient, und mit Hilfe der Variationsrechnung 
ıf formalem Wege die Differentialgleichungen der Schalenbiegung gewinnt. Ich beschränke 
nich der kürzeren Darstellung wegen auf den Fall konstanter Schalendicke Ah. 


1. Schnittkräfte und Schnittmomente am Schalenelement. Die Punkte der Schalenmittel- 
äche (die von der Ober- und Unterseite der Schale den Abstand h/2 hat) seien durch zwei 
Parameter 9, und 9, gekennzeichnet, die so gewählt sind, daß die Kurven %, = const und 
),— eonst die aufeinander senkrechten Krümmungslinien darstellen. Das „Flächenelement*“ 
erhalten wir, indem wir zwei Paare benachbarter Kurven betrachten, auf denen 9, und 
»,+-d®, bzw. 9, und 9,+d, konstant sind (Abb. 1). Die Seiten des so entstehenden 
kleinen Rechtecks werden von den Vektoren 

OL Or 


d), =e,dd,, db,= BE, 


d 5 n — 
0%, 


21 Ö v, 
vebildet, wo r der Radiusvektor vom Koordinatenanfang zu den Flächenpunkten ist. Die Vektoren 


Or Or 

Ge — _ E r ö : r i ; . ; : . ; A ; i . . . = 

' 0, ‚ 0%, 

haben d.e Richtung der Tangenten an die Kurven 9,=const und 9, =const. Sie stehen 
also aufeinander senkrecht, d.h. es ist 


:£,=0) \ P i j . . i r i - . i ; ‘ . ! ’ 2). 


c, 2 


bezeichnen wir ihre Absolutbeträge mit e, und e,, so sind 
de,=0,409,, ds, e, ne a ee a Ey (>) 
die Seitenlängen des rechteckigen Flächenelementes und die Vektoren 


% Be 
=, 4 BES IR BP Se Pe EP Be Ze 5° SE 71.0. = 4.007 27-e 


e, Pr E, 


die Einheitsvektoren in Riehtung dieser Seiten. Senkrecht zu beiden steht der Normalen- 
vektor I, dessen positive Richtung so bestimmt sei, daß die drei Vektoren t,, t,, N in dieser 
eihenfolge ein Rechtssystem bilden. Zur Abkürzung der Ausdrucksweise wollen wir fest- 
setzen, daß von der „Oberseite“ der Platte (d.h. von der Seite der positiven Normalen) her 
vesehen der Vektor t, nach rechts, der Vektor t, nach hinten weist. 


M, e,t,d4), 
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Abb. 1. Abb. 2. Abh. >». 


Errichten wir auf den vier Seiten des Flächenelementes die Normalen, so schneiden sie 
aus der Schale ein Schalenelement aus. Wir betrachten nun ein solches Schalenelement und 
(assen insbesondere das Viereck der Höhe k und der mittleren Breite e, d», ins Auge, welches 
las Schalenelement auf der rechten Seite (d.h. nach der Seite wachsender 9, hin) begrenzt 
Abb. 2). Die darauf wirkenden Spannungen fassen wir zu den resultierenden Kräften und 
\Iomenten zusammen, die wir in der üblichen Weise auf die Längeneinheit des Schnittes der 
\Iitteltläche beziehen. Ist für das betrachtete Viereck pro Längeneinheit des Schnittes 9, = const 

S,, die Normalkraft in Richtung von t,, 

S,, die Scherkraft in Riehtung von t,, 

(), die Scherkraft in Richtung von X (Querkraft), 
wirkt auf das betrachtete begrenzende Viereck des Schalenelementes die Kraft (vektoriell 
ısammengefaßt) 
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An Momenten erhalten wir ein um die Mittellinie des Vierecks, d.h. um t, drehendes 
Bieeungesmoment M,, und ein um die Vierecks-Normale, d.h. um t, drehendes Torsionsmomen! 
\, pro Längeneinheit des Schnittes #, = const (Abb. 3). Rechnen wir die Momente positiv 
wenn sie auf der Oberseite der Schale positive Spannungen erzeugen, und stellen sie so durel 
Vektoren dar, daß das Moment im Uhrzeigersinne dreht, wenn man auf die Spitze des 
Momentvektors blickt, so wirkt auf das betrachtete Viereck das Gesamtmoment (Biegungs 


und Torsionsmoment vektoriell zusammengefaßt) 


EEE BE MAY SG | re - | 


wi 


benso erhalten wir für das Viereck der Höhe h und der mittleren Breite e,d#,, welches 
das Schalenelement nach hinten (Richtung wachsender #,) begrenzt, die Kraft 


PEEFE IBM... . 


21 1 22 


K,dd, —(S 


und das Moment 
LIE SIR LA DER, : et dea ER. 


für die am Schalenelement angreifenden Kräfte und Momente aufstellen. Als äußere Belastung 
sollen in Riehtung von t,, t,, X pro Flächeneinheit der Mittelfläche die Kräfte p,, Ps, P: 
angreifen, also für das Schalenelement mit dem Mittelflächeninhalt e,e,d»,d», die Kraft 


2. Gleichgewicht am Schalenelement. Wir wollen jetzt die Gleichgewichtsbedingungen 


dd, dv, (»,t, 2,1, r2, %)e, e.49,09, - ee RB N a N En. 


Es wirken also, wenn wir die örtliche Anderung der Kräfte berücksichtigen, die folgenden 
inneren und äußeren Kräfte auf das Schalenelement (siehe Abb. 4 und vgl. Gl. (6) und (8)): 


N 


n .Q. \ ( a ge | 0: 1 ( ( 
Links: N,dd, Rechts: 8, Tr, P} dd,)d ), 
. Ö st, z ‚ 
Vorn: N,d) Hinten: (st, +74 »,| d», 

2 1 2 Q I, 


Außere Kraft: Bd», dy,. 
Wenn Gleichgewicht sein soll, so muß die Summe dieser Kräfte verschwinden; das gibt die 


Vektoreleiechung: 
ON, ON, 


- "1-3 =0 ee  . 
39, 09, +? | | | 


bzw. wenn wir aus (6), (S) und (10) einsetzen 


\ N 

( ( 

(5, st, +8, ra a +3 Sartre re N | 

TR En le Se a Fin a u. Es 
(Pie er Pa ı ® ,tP: e,®s Jo) =V | 


(I) NAy, Ad 


1} d N) fi l ? 












WR ‚d > w; 5 OR; 7 
4 2 + (Ar a3,)A9, YM;;« \7 
. Pi - MA, 3, I) 
Pe ’ - Am Q,e,e,t,d Hard u 
< Wi 
/ nn ao (Ir N 2 9)a ıh 
» (f j OR, d 3,)a ’ 0, / 2 
+dg, 2v/ay, - Mc, 
"R.dY. 
Abb. 4. Abb. 5». 


benso erhalten wir die Bedingungen für das Momentengleichgewicht. Auf das Schalen- 


element wirken (siehe Abb. 5 und vgl. Gl. (7) und Gl. (9)) die folgenden Momente: 


v)J} \ 


2 x ( ( MAL 
Links:  M, do, Rechts: (RM, +, a9,)a9, 
2 Ö », 1 2 
IM 
i ’ Om. „, 
Vorn: M,dı, Hinten: (m, +-7°d9,\d9 
2 2 ı O ), 2 1 


\loment der (uerkräfte: ( Q, 0, e,1, — Q, e, &,1,)d9, dv, 


Moment der Scherkräfte: (S, Se)e, , NAD, dd,. 


l 
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ıendes Bei Gleichgewicht verschwindet die Summe dieser Momente; das gibt die Vektorgleichung 
oment 
Da AM OM, \ s 
OSIEH IF I OL SD CH Be... 
dure] A) ), Ri ), BT 5 .2 2 2 
ı® (DES . Pan , . 
l bzw. wenn wir aus (7) und (9) einsetzen 
rungs 
EM V Om V 
a (— M,et,+r N, et) #32 (8,0, 1 N. e,t1,) 
(7 04, 1 2 3 1 2 1 39, 2 1 1 2 Er (14). 
‘) | 
elches 9, es, ,, de, et, (8; 1) ®, e,X%)=0V 
Um die Gl. (12) und (14) in je drei Komponentengleichungen zu zerlegen, bedienen wir 
(9) uns der sog. Fundamentalformeln der Flächentheorie'), welche die Zerlegung der Ableitungen 
ot, 94, 94, 94, ON X... : 
( Os a0 s ao a0 na In ihre Komponenten nach t,, t, und X liefern. Bezeichnen 
(9). 0%,’ 04, 04, 04, 0%, 04, I . 
wir mit R, und AR, die Hauptkrümmungsradien (für die Normalschnitte durch X und t, bzw. 
ungen Y und t,), so lauten die Fundamentalformeln 
stung 
+ 2, ot, lo &; eg ot, | 00, (15) 
" ( fi 7 ft . ( . ( o +) . 
alt 0%, oe, m, 0%, e,0%U, ° 
(10). 91,_19de, dt, de, g ie 
’ i , Be, 5; ee Gr GE ER )), 
nden 04, e, 0%, ' N, eo», R, 
(S)): \ \ 
ON ee, Oo ©, f 17) 
( , ( 0) ‘ » 
0%, mr Be. m 
Setzen wir dies in die Vektorgleichungen (12) und (14) ein, so erhalten wir durch Nullsetzen 
der Faktoren von t,, t,, N die sechs Komponentengleichungen 
für das Kräftegleichgewicht 
K i ._® a _g eg 0 18 
1e \ = 18. 0) „IS,,e)+S.<; ur “t-n,e,e, 118). 
b dıe 1 IB, 11 °2 739,‘ 21 6) 299, 22,9, e1 R, Pı €, €: 
e N Ö Q ı Ö N Q 0 e, 2S Ö ı RZICH N 19) 
“ a (Dun &,) 7 a (Dos © ’ N. , > r 2. 6, 6, EG +), 
143) u AI IR rn 39, 22 0) "00, 10», n Bu Yır 
N o () 0 () g Ar _g in 4 0 (20) 
\. e.) 7 : J,e h . Dos +». 0, e, ia 5 zu), 
R 20, 410) 00, 12 0) a ”. Pal | 
(12). für das Momentengleichgewicht 
] Ö (Mm 0 V N Öe, Ne, 0 N 21 
) ( 4 e,) T ( IV„e Ts ( Mo ( Fe e,e, . . . . . . - , 
a ' Aei 2) 39, 201) 109, 0%, ni 
Ö Ö Öe, ‚de 
D, a (N, e,) a (M,e)—-M, s<ı +N, 3x —Q,e,&, =0 . . . . . . (2), 
. 39, 19, be 00, 700, a 
D PR. (S S,)0 (23 
ö N a er a ee ee gr en). 
3 21 12 
3 I, R, 


3. Spannungen, Formänderungsenergie. Um das Castiglianosche Prinzip anwenden 
zu können, müssen wir wissen, in welcher Weise sich die in einem Schalenelement bei der 
Deformation gespeicherte Formänderungsenergie durch die Schnittkräfte und Schnittmomente 
len- ausdrückt. Um diesen Näherungsausdruck für die Formänderungsenergie zu gewinnen, nehmen 
wir genau wie bei der ebenen Platte an, daß die Normalspannungen und Schubspannungen, 
welche auf die Schnitte 9, = const und #,=const wirken, über die Schalendicke linear 
verteilt sind, 


= « « En ’ o 
ur I 2 Ö, Dr) T erTu, OÖ, Ös, 7 OÖ, & . . . . . ’ ’ u u F r (24) 


(<= Abstand von der Mittelfläche) und daß die Querkraft für die Formänderungsenergie 
gegenüber diesen Spannungen vernachlässigt werden kann. 


') Siehe z. B. M. Lagally: Vorlesungen über Vektorreehnung, 1. Aufl. Akademische Verlagsgesellschaft, 
leipzig 1928, S. 90 Formeln 76a und b, und dazu Formeln 50a und b S. 76 und Formel 60e 8. 81. 
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Betrachten wir wieder das Viereck, welches ein Schalenelement rechts beerenzt. so hat 


(siehe Abb. 6) dasselbe in der Höhe £ über der Mittelfläche die Breite [1+ R \e,d’,. Wir 
lo 

erhalten dann die Sehnittkräfte, indem wir die Resultierende der auf das Viereck wirkenden 

Spannungen durch die Länge e,d», dividieren, also 





l h/2 
£W FF 2 ZUeS .wr en 
SS, \@,-+6, (1 PR \di oh+o, a (29), 
hl? - « 
ebenso 
7 hi? 
Fir : E Fa  . 
. \@ +7 )l1+ R \d£ Th+r Dyr N a 
h!> = " 
und schließlich die Momente 
+ hi2 
\ E h’/o 
V, = \@, Ö, Jl1 t R \laZ sie 70, 27) 
\ h/2 
T h ) 
Abb. 6. 6 ; 5 u “ Ze h’ T ä ’ 
N, \a+rolı+ „ia: 5% +7’) (28). 
hi? 5 ß 
Vertauschen wir I und 2, so erhalten wir 
hi" 
S.=0.,h-+t 0, 24), 
ee 2 | 
ET Re I. 30 
S, rıh-+tır Su), 
21 ' ER, ( ) 
PR EUER, 31 
= ia\R ah 
h’/r 
N,: “5 2 ER. + 2. 
ar r) 


Lösen wir die Gl. (25) bis (32) nach den Größen o, 0’, tr, rT’ auf, so erhalten wir für die 
Normalspannungen 


| [S,, M, | » 
. | h? 112 Rt, | h h RR, (9) 
’ | 12 PP h? R. 
2; | h?| I2R, h° (A, I2R, a 
| S,, M, | “ 
%j mji2Re\ln BR, (35), 
g 1“ Das h' .)y4* 
% 71m I2R’h° (MH: IR, PT ei At a art Fa A 


Bei den Schubspannungen sind wegen der Symmetriebedingung r,,=r,,, die das Drehungs- 
gleichgewicht des Volumelementes um die Normale ausdrückt, die Indizes fortgelassen. Für 
die Größen r und r’ erhält man, einmal aus (26) und (30), dann aus (28) und (32) zwei Werte: 
.- =. 2 R,R, (N V) 37) 
. fi ı,Y. . . . . . . . du), 

(R, - R)h "’R,—R,“ ' 2 


I2R,R,(S,, S,,) 12(N, R, N,R,) 


T Ss]. 

n(R, — R,) h’(R,—R,) . 

Es ergeben sich damit die beiden Gleichungen 
Jı ad SI, .r N, l \ 

- - N, 1 EEG Ze FE 

DIR R, NN, | 
EU “ 

R, R, ” en 


die als Ausdruck der Symmetrie von r die Bedingungen für das Drehungsgleichgewicht um 
(die Normale darstellen. In der Tat ist Gl. (40) mit der Gleichgewichtsbedingung (23) identisch. 








hat 


Vir 


len 


DI). 


6) 
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Wir bemerken, daß bei der gekrümmten Schale die Symmetrie der Schubspannungen verloren 
‚echt. wenn wir zu den Schnittkräften und Schnittmomenten übergehen. Es ist nicht mehr 
wie bei der ebenen Platte S,,=S,, und N =N\N,. 


Wir benutzen nun das ist wesentlich die beiden Gl. (39) und (40), um die Zahl 
ler unbekannten Spannungsgrößen zu verringern; und zwar zerlegen wir 8, und S,, bzw. 
y N Y r y 

. . . . m >» : S a NS, p \ T” IV. . m 

\, und N, in ihre symmetrischen Teile S = -—- bzw. N ", und ihre antı- 
. rm; m N Spı N, N, 

metrischen Teile T=  ", ° bzw. L = 

Y PER 3 Zu ‘ Y rn 

FR — > u a / Do4 S u / . } . j j . » . . r . . R . (41). 

N, =N+L Kan: 4 su..,8 8 wo ee 


nd drücken mit Hilfe von (39) und (40) die antimetrischen Teile durch die symmetrischen 
Teile aus. Setzen wir zur Abkürzung 


J J 
; 2 X, 5 GE u er an 
und j 
ER Ben u-. 9 = i j i i . . . . . ; r i , (44), 
so ergibt sich 
2a u V AS 3 
= oln 8) (49), 
[2 hı D AN 
j z I6), 
L=, geelıe 12) En 
und damit aus (37) und (38) 
& | S AN ö 
nt ee h h®) (4), 
| 12N AS 
TER. 18). 
re ro en ) (49) 


Für die weitere Rechnung nehmen wir nun an, daß die Schalendicke h klein gegen die Haupt- 
krümmungsradien R, und R, ist, so daß wir die in h/R quadratischen Größen vernachlässigen 
können. Damit erhalten wir 


S x, M 2 z,hN 
0, Bun 0, =/ll| = — )), 
h h? h* | u, 12 | (49) 
S. 3%, M, 12 «.hS,, u 
o.=— ___— = |M. _ 50). 
= h: = (M, 12) . 
5 S AN ‚ _12N ıS -. 
z h mM mM h? w1). 


Wir erhalten nun die gesamte Formänderungsenergie, indem wir den Ausdruck für die Form- 
änderung der Volumeinheit | 


Ily m \?_ 2 | u 
» — 7,60 z i . . . . ya 
nern ,TP) Fe TE Er 


br 


mit dem Volumelement 1 + n ‚(1 + N \dle, dd, e,d», multiplizieren und integrieren: 
004 [| m .; | | 31 2 £ il ” 
Aa=\\\ IG \m +1 (+) 2(0,0, + Rn) 1-+ R, die e,d),d), . ...(B). 


Setzen wir hier 66 +0’{ und r=tr-+Tr'L, wo für die 0,0’,r,rT die Werte aus den Gl. (49) 


bis (51) einzusetzen sind, so erhalten wir durch Integration nach £ bei Vernachlässigung der 
7 ) ne 
in „ und „, quadratischen Größen 
R, R, 
2 (x, — %,) 


1 \ \ ni 4 St Das)" u VW, + M,)” n S,M Sa. M 
’ " )J 4 G Int .- 1 h (/ 11 r .) + h? ( 2. 1 5 n. .) .- h? (‚ 11 P: 1 EI Rn) ı >) 
(24). 


.) 
-(8,, 8,9) +75 (MM, — N?) e,e,dd.dd, 


— 


.) 





J 
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4. Das Prinzip von Castigliano’). Das Castiglianosche Prinzip sagt aus, daß unter 
allen Spannungssystemen, die im Innern und am Rande eines Körpers mit den gegebenen 
Kräften im Gleichgewicht sind, dasjenige wirklich eintritt, für welches ein bestimmter Energie- 
ausdruck, die sorenannte Ergänzungsarbeit, ein Minimum wird. Sind am Rande die Ver- 
schiebungsgrößen vorgeschrieben, so ist die „Ergänzungsarbeit“ E die Differenz aus der in den 
Spannungsgrößen ausgedrückten Formänderungsenergie A und der Arbeit, welche die Rand- 
spannungen bei den vorgeschriebenen Verschiebungen leisten. 


Wir betrachten ein endliches Stück der Schale zwischen den Schnitten 9%, =a, und 
",—=p, bzw. W,—= a, und 9,= ß,, also ein „rechteckiges“ Stück, und denken uns am Rande 
des Rechtecks die bei dem betrachteten Problem wirklich eintretenden Verschiebungen U, , 
!’,, U, und die Drehwinkel der Normalen ?, und P, gegeben, wo ?, bzw. P, die Komponenten 
der Normalendrehung seien, bei welchen sieh die Spitze von X ın Richtung von t, bzw. t, 
bewegt. Dann ist die Arbeit der Randspannungen bei den am Rande vorgeschriebenen Ver- 
schiebungen und Drehungen 


> 


) 
I 
. 


B=\(s5,U,+8.0,+0, U,+M, d,+N, ®,)e, 


do 
< 





R f 
„i»;, 
u ze .. (59). 
’ \ 


+ | [(8,, U, +8. U,+ 9, U,+N,®8,+M,®,)e,|, dd, 


22 2 -2 3 





(2 

Hier sind die Integrale nach 9, über den rechten (9, = P,) und linken (9, =a,) Rand, die 

nach 9, über den oberen (9, = P,) und unteren (9, a,) Rand des rechteckigen Schalenstücks 
an 1a: R 1x " 

zu nehmen, und zwar bedeutet in der üblichen Weise \| |, d®,, daß das über den linken Rand 


zu nehmende Inteeral von dem über den rechten Rand zu nehmenden abzuziehen ist. Der 
zum Minimum zu machende Ausdruck ıst dann 
E— A a 5 


und es sind diejenigen Sehnittkräfte und Schnittmomente zu bestimmen, welche E zum 
Minimum machen und an jedem Punkte die fünf Gleichgewichtsbedingungen (18) bis (22) 
erfüllen. Die sechste Gleichgewichtsbedingung (23) braucht nicht mehr berücksichtigt zu 
werden; sie ist zur Elimination von T und ZL benutzt worden und ist von selbst erfüllt, wenn 
nach Bestimmung der symmetrischen Größen S und \ die unsymmetrischen T und L aus 
diesen berechnet werden (Gl. (45) und (46)). 


Für die Behandlung des Variationsproblems verfahren wir nach Lagrange folgender- 
maßen: Wir multiplizieren jede Nebenbedingung mit einem Lagrangeschen Faktor und 
addieren sie zu dem Minimalausdruck E. Die entstehende Summe wird dann zum Minimum 
gemacht, wobei das Problem wie ein Minimalproblem ohne Nebenbedingungen zu behandeln ist. 


In unserem Falle multiplizieren wir also die Größen (siehe Gl. (18) bis (22)) 


K, N, N, D, MU; 


die an allen Punkten verschwinden müssen, mit den Lagrangeschen Faktoren 
M, d 3,dV), M, d e, d V, U, d ",d ), 7, d J, d ), TER d F, d ), 
und summieren über alle Nebenbedingungen, d. h. wir integrieren über alle Punkte, addieren 


J—=\\ER,u+K,u,+K,u,+D,9,+D,y dA), dW,. 2.2.2.2... 


1 


und fügen J zu dem Minimalausdruck E= 4 — B hinzu. Die Summe 
A=A B+J . e ? . ‘ A A r r ; j : A ö (8) 


ist nım zum Minimum zu machen, ohne Rücksicht auf die Nebenbedingungen. 


Ich will den Rechnungsgang hier zunächst für die übliche Schalentheorie darstellen, 
bei welcher außer den in A/R quadratischen Gliedern auch noch die linearen gestrichen 
werden, so daß einfach S,,= S8,,= S und N, = N,= N gesetzt wird. Variieren wir zunächst 
S, um os, 


n. ‚ und lassen die übrigen Größen unverändert, so wird: 


ii 1 Jg m ei 
en \\sanim +1 (St D22) Saaf 0 10, e, d dd D, 6? (9), 
öB=| [VdS eldd,.: . > >22 nn 2... (60), 


?) Siehe z. B. Geiger und Scheel: Handbuch der Physik, Bd. VI, S. 





Bew, 
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nen 
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ind- 


und 
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ferner, da S,, nur in den K vorkommt (Gl. (18) bıs (20)), 


0 .J \\fu,dAK,+u,N N,+ u, K,yda,d ), | 
(ij 0 (8 8,, €,) . de, Gi... | (60a) 
Ss )S AV 
\ \ W >», 108, », u0ßs,, nf dd, dd, 


bzw. nach partieller Integration: 


ia 
: N .. 
( u, j ( l e, es| 


v ? ( ( Yy f ‘ ‘ . 
0.) \ lu, h) D; e,|, 19, \ \o N, \° N d, ru, N 9, r u, R, d ) d ), E ee (61 ). 


3 
1 


und die Variation 9 A=d$A - dd B-+6. wird 





5A=||dS,&, (u, -U,), 49, 
3, B 
(I). 
\\ Sf Ä | A; TE DR | | 94, , 98 e,e;|\ Id. du 
e- OÖ; - k > Ne 10, eo, | e, a Tu, + M. - ırdı A, 
er ı"2Ghlm+1" . 2) 12 | 29,9 200, iR, 2 


Soll dies für beliebige 9 8,, verschwinden, so müssen die Faktoren von 9 8,, sowohl in den 
Randintegralen als in den Flächenintegralen Null werden. Aus dem Randintegral folgt also: 


© 5 Gr ee, 


d.h. der Lagrangesche Faktor «, ist weiter nichts als die Verschiebung in der t,-Riehtung. 
Das gilt nicht nur für den Rand des von uns betrachteten Rechteckes, sondern, da das Recht- 
eck beliebig gewählt werden kann, überall. Setzen wir den Faktor von d S,, in dem Doppel- 
integral gleich Null, so erhalten wir, nach Division durch e, e, 
| J ® St Da] 1 om, 4 0e, Ms 
3GhlV m+lS 009, ee,00,  R, 
Die rechte Seite ist hier die Dehnung einer in der Richtung von t, liegenden Faser; (64) ıst 
also die Spannungsdehinungsgleichung für die Richtung t,. 
Wird M, variiert, wobei die anderen Größen unverändert bleiben, so wird die Variation 
d.1, nach partieller Integration 


(64). 











3A=\|ö Me, (y,— PB), dd, 
\ (64) 
[ J 6b | M, j M, . z . Ö 4 1 Ö e, \ Ü ' 
+\ \® M., \G a m + | | e, Es, ©, h) 93T 7 > h\ MM d ), dı s 
Wir schließen genau wie oben, daß erstens 
p,= D, ee 


ist, d.h. daß die Lagrangeschen Faktoren, die zu den Dreh-Gleichgewichtsbedingungen 
gehören, die Winkeländerungen sind, und daß zweitens 


6b M,+M, 1 09, , 9 de, (67) 
—s|M, — — + Y 

GR’ıi nm + 1 e, 00, e,&,00, 

ist. (67) gibt den Zusammenhang zwischen den Momenten und den Krümmungsänderungen ; 
die letzteren stehen auf der rechten Seite. Den Zusammenhang zwischen den Krümmungs- 
änderungen und den Verschiebungen und ihren Differentialquotienten erhalten wir, wenn wir 
die Querkraft variieren. Variieren wir z. B. unter Konstanthaltung der übrigen Größen die 
Querkraft Q,, so wird, da @, in der Formänderungsarbeit nicht vorkommt, öA=0. Die 
Variation 6 A= -$B-+6. wird dann nach partieller Integration: 


> 
. » ( 


Ba | ENG |. ee OM, rer un 
s4=\[$ 9, e, (u, Ol, d9,+\\90, WU RB, ey, 7,19, dd, (68), 


) 


21 . 
woraus wie oben erstens u,— U, folgt, und zweitens 
1 ou. u 
vi B = re —_ + n . . . . . . . . . . . . (69). 
e,0% R, 
Damit sind die Winkeldrehungen durch die Verschiebungen und ihre Differentialquotienten 
ausgedrückt. 
Variiert man noch die übrigen Größen, so erhält man entsprechende Gleichungen, die 
hierunter mit den oben ermittelten zusammengestellt sind. Sie bilden mit den Gleichgewichts- 





Ztschr. f. angew. 


108 &. i | r eiftz Math. und Mech. 


Schalenbiegungsgleiehungen mit dem Castiglianoschen Prinzip 





gleichungen (15) bis (22) zusammen das vollständige System von Differentialgleichungen für 
die Schalenbiegungstheorie. 


| ) « D, ME S 55 10 u, u, Q e ; () 
2Ghl mt1/ e, 0%, e,e,0d, R, ur), 
I o Sat Dal I ou, u, 06, , u, - 
a - =” ), 
2Ghrl* mi | e, 00, e,e0%, ” R, \ 
| Q I ou, I ou, u, de, ut, 0, ao 
’ ( ” ( . ‘ r ( B 5) 
(ı h e, A) ), e, d ), e, e, ( ), e, 2, Q ) v 
6b \/ M, je M,\ | Ö Yı u Ya Ve, ( 73) 
(/ h° \ | m - | | e, O ” e, e, hi ), . 
b ) y AM; + M;\ lo Ya Es Ya Q e, (74 
p- I? u} m —- | | e. Ri ), I P, e, A ” . 
12 l« 9, , Io ER vr Ve Ps 0 e, 75) 
ar | an 5 ( f 7 : 5 ; x ö j *)), 
(h® e, Q ), e, Q ), ee, Ö ), ee, O ) ge 
om, , u, 2: 
( - 6), 
/ l e, Ri) 7, + I ( 
I ou, HM, PEN 
: (de). 


J Pr \ | 1 > 
s e,0V%, Rn. 


ls bietet keine Schwierigkeiten, die in den Größen h/ R linearen Glieder zu berück- 
sıehtigen; man muß dann nur den vollständigen Ausdruck (54) für die Formänderungsenergie 
heranziehen und in den Gleiehgewichtsbedingungen (18) bis (22) nach den Gl. (41), (42), (45) 
und (46) unter Vernachlässigung des in h/R quadratischen Produktes u / 


dl ı 
Ss =S+-N S,=S—-—N ‘s), 
Bere 2 2 \ 
%, %, h (R, I?) 
u 
N -) .) > > 
2 2R,R, 
uh uch 
Be TR ii 
N=N+8 N-N-H (79) 
einsetzen. Man erhält dann mit Hilfe der Variationsrecehnung die hierunter angegebenen 


Gleichungen; die Lagrangeschen Faktoren für die Gleichgewichts-Nebenbedingungen sind 
wieder die Verschiebungen und Drehungen. 





I SıtSdS.» Z2umM,\ Iou u, 0e u 
Ä x 11 22 — 2 — (SO), 
2Ghl" | m+ihf e ou) ee04U, KR, 
I y St 9a , Z2amM,) Io, u, 0&, , %, 
Don + : er - ı  r5 (S1), 
2Ghl *° + | m+ih)J e,00, ee,00, R, 
| S low, | Io, u, 0e, u, 0%, M h IR (ey) la) (S2) 
Gh e,00, r e, 0», 0.9 6,809, i2e, e, oo ), 0%, } er 
6 fr MtM, umhS\_109,, 9: OP, (83) 
Gh’! mn +1 Gm +1) e,0),  e,e,0d%, 
6 j ’ VM+NM, umhS,,\ 109, , 9, de (84) 
BR? m + | G(m+VDI e,0%,  e,e,00, ER 
12 NV Ioy, rs Io, 9, de, 1, 0% „ jole,w) Ole) (55) 
Gh" e0U0, e,0%, e, e,0%, e,e, 0%, he, e, o ), 04, | 
Iou, 7 
2 ein (S6). 
Ai e, Q J Mr, 
u, tl, - 
©. I om, u. (4). 
e,0 ), I, 


Diese verfeinerte Reehnungsweise kommt nur für relativ dieke Schalen in Betracht. 
Für dünne Schalen ist eine andere Frage weit bedeutungsvoller: Wieweit es nämlich zulässig 
ist, mit dieser Theorie zu rechnen, die von den am undeformierten Schalenelement aufgestellten 


Gleichgewichtsgleichungen ausgeht. 


Deformationen auftreten können. bestehen hier erhebliche Bedenken. 


Bei größeren Krümmungsänderungen, die auch bei kleinen 
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Die Strömung in räumlich gekrümmten Rohren. 
Von ©. Wieselsberger in Aachen. 


ährend über die Strömung in ebenen Krümmern zahlreiche Versuchsergebnisse vor- 

liegen, sind räumlich gekrümmte Kanäle noch verhältnismäßig wenig in den Kreis 
der Untersuchungen gezogen worden. Die Verwendung räumlich gekrümmter Rohre ist in 
der Technik durchaus nicht selten. So findet man beispielsweise bei den zur Bewetterung 
von Bergwerken erforderlichen Luftleitungen sehr häufig räumliche Krümmer. Insbesondere 
kann man oft feststellen, daß der Zu- oder Abfluß zum Gebläse durch ein räumlich gekrümmtes 
Rohr erfolet. Dieser Umstand war auch der unmittelbare Anlaß zu den Versuchen, über 
die im folgenden kurz berichtet wird. Man hat nämlich beobachtet, daß beim Zufluß zum 
Gebläse durch einen räumlichen Krümmer die Luft in Drehung versetzt wird. Bei Ver- 
wendung eines Schraubenventilators kann nun diese Drehung der zuströmenden Luft zur Folge 
haben, daß die Flügel des Ventilators, die für parallelen Zustrom eingestellt sind, bei drehen- 
dem Zustrom sich nieht mehr in der günstigsten Stellung befinden, und somit ein Verlust 
an Luftleistung und Wirkungsgrad in Erscheinung tritt. Aus diesem Grunde sollte die Art 
der Strömung, die sich in einem solchen Fall ausbildet, näher untersucht werden. 

Die Versuche!) wurden mit einem Rohr von quadratischem Querschnitt von a =-30 em 
Seitenlänge bei einer mittleren Geschwindigkeit von 39 m/see durchgeführt. Die auf die 
Seitenlänge bezogene Reynoldssche Zahl betrug rd. 7,6 10°. 

Die Form des untersuchten Krümmers ist auf Abb. I dargestellt. Die Mittellinie des 
Rohres wurde sehraubenlinienförmig gekrümmt; der Krümmungsradius betrug 0 = 2a = 60 em, 
die Steigung h der Schraubenlinie betrug R=4da= 120 em. Untersucht wurden 3 rechts- 
eängige Krümmer von 45°, W*" und 180° Umlenkungswinkel, ferner ein linksgängiger Krümmer 
mit 90° Umlenkungswinkel. Praktisch ist es immer so, daß beispielsweise bei horizontaler 
Kinströmungsrichtung auch die Ausströmungsriehtung horizontal gerichtet ist. Bei einem 
Krümmer mit schraubenlinienförmiger Mittellinie ist dies nicht der Fall. Aus diesem Grunde 
wurden am Zu- und Abflußquerschnitt 2 gerade Rohrstücke von je 20 em Länge angefügt, 
welehe den Übergang von der Riehtung der Schraubenlinie in die horizontale Richtung ver- 
mittelten (vgl. Abb. 1). Dieser Übergang war schwach gerundet. Denkt man sich den 
/ylinder, auf welchem die Schraubenlinie verläuft, in eine Ebene abgewickelt, so erhält man 
einen Kanal mit S-förmiger Krümmung (vgl. Abb. 4). Vom theoretischen Standpunkte aus 
wäre es interessant gewesen, den Krümmer ohne die beiden horizontalen Zu- und Abtluß- 
stücke zu untersuchen, weil diese die Strömung sicherlich wesentlich beeinflussen. Da aber 
die praktischen Bedürfnisse in erster Linie die Untersuchung eines Krümmers mit horizon- 
taler Ein- und Ausströmung forderten, so soll der nach einer reinen Schraubenlinie geformte 
Krümmer einer späteren Versuchsreihe vorbehalten werden. 

Gemessen wurden die Geschwindigkeits- und Druckverteilungen über mehrere Quer- 
schnitte, sowie die Strömungsrichtungen am Austrittsquerschnitt. Auf der Zustromseite war 
die Geschwindigkeit — mit Ausnahme einer schmalen Randzone — gleichmäßig über den ganzen 
(Juerschnitt verteilt. Da der Strömungscharakter bei den 3 Krümmern mit verschiedenen 
Umlenkungswinkeln grundsätzlich derselbe ist, so sollen hier in Anbetracht des zur Verfügung 
stehenden Raumes nur die Ergebnisse des Krümmers mit %° Umlenkungswinkel mitgeteilt 
werden. Die Ergebnisse sind in den Abb. 2 und 3 zeichnerisch dargestellt. In Abb. 2 sind, 
gegen die Stromrichtung gesehen, für den Austrittsquersehnitt die Linien konstanter Ge- 
schwindigkeit eingezeichnet und außerdem die Strömungsrichtungen, die auf den Schnitt: 
punkten eines quadratischen Netzes von 2 cm Seitenlänge gemessen wurden, durch Pfeile 
angegeben. Die Messung der Richtung geschah in der Weise, daß an den Schnittpunkten 
des Netzes Seidenfäden von 57,3 mm Länge befestigt wurden und die Lage des Fadenendes 
ausgemessen wurde. Bei der angegebenen Fadenlänge entspricht ein Winkelgrad gerade 
| mm im Bogenmaß. Da in Abb. 2 die Normalprojektion des ausgelenkten Fadens einge- 
zeichnet ist, so ist für kleine Winkel die Länge des Pfeiles in mm identisch mit der Ab- 
lenkung des Fadens in Graden, falls das Strömungsbild in natürlicher Größe aufgezeichnet 
ist. In Abb. 3 ist für 5 Normalschnitte, nämlich für 0%, 225°, 45°, 675° und 90°” die 
Geschwindigkeitsverteilung über je 3 und die Verteilung des statischen Druckes über je 
>» (Querschnitte aufgetragen. 

Auf Abb. 2 erkennt man ein Gebiet verminderter Geschwindigkeit an der Innenseite 
des Krümmers, das sich längs der oberen Wand des Krümmers fortsetzt. Diese Gebiete 
verminderter Geschwindigkeit sind unschwer zu erklären. Auf der linken (Innen-) Seite ist 

1) Die Versuche wurden am Aerodynamischen Institut der Teehn,. Hochschule Aachen von Herrn O.Schürfeld 


ausgeführt. Herr Dipl.-Ing. B. Dirksen hat die Durchführung und Auswertung der Versuche durch wertvolle Rat 
schläge sehr wesentlieh unterstützt. Beiden Herren bin ich hierfür zu Dank verpflichtet. 
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die Ursache hierfür in der bekannten Sekundärströmung zu erblieken, die auch im Falle 
eines ebenen Krümmers vorhanden ist und ein ähnliches Strömungsfeld liefert. Auf der 
Oberseite ist der Geschwindiekeitsverlust ebenfalls durch Sekundärströmungeen zu erklären, 
die dureh den Übergang zum horizontalen Austrittsstutzen, der ja eine leiehte Krümmung 
nach oben darstellt, verursacht sind. Diese Sekundärströmung hat eine Anhäufung von ver- 
zögerter Flüssigkeit auf der Oberseite zur Folge (vgl. Abb. 4, auf welcher der Zylinder, um 
den das Rohr herumgelegt ist, in die Ebene abgewickelt ist). Allerdings muß dabei ange: 
nommen werden, daß das von der Krümmung beı 4A erzeugte Totwasser sich bis zum 
Austrittsquerschnitt hin stark mit der übrigen Strömung vermischt hat. Die Gebiete ver- 
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ninderter Geschwindigkeit verteilen sich indessen nicht gleichmäßig auf die linke und die 
‚bere Wand, sondern drängen sich gegen die linke obere Ecke zusammen. Aus diesem 
‘runde konnte in unmittelbarer Nähe der Ecke die Strömungsrichtung wegen der starken 
Durehwirbelung nicht gemessen werden. Aus den gemessenen Strömungsriehtungen ergibt 
sieh für die resultierende Sekundärströmung etwa der in Abb. 5 dargestellte Verlauf. Das 
hei einem ebenen Krümmer vorhandene Wirbelpaar erscheint hier stark verformt wieder. 
Der untere Wirbel ist stark vergrößert und füllt fast den ganzen Querschnitt aus, während 
ler obere Wirbel verkümmert und flach gedrückt gerade noch an der oberen Wand zu 
erkennen ist. Somit ist hier die austretende Strömung in Stromrichtung gesehen, im wesent- 
lichen mit einer Linksdrehung behaftet. Für den W"-Krümmer mit Linkssteigung ergab sich 
ziemlich genau derselbe Strömungsverlauf im Spiegelbild, also Rechtsdrehung der austretenden 
Strömung. Für die praktische Anwendung ist diese Feststellung wichtig, weil dadurch die 
/ustromverhältnisse zu einem Gebläse bei Verwendung eines solchen Krümmers sehr merklich 
verändert werden. Wenn auf geordneten parallelen Zustrom Wert gelegt wird, empfiehlt es 
sich daher, vor dem Eintritt in das Gebläse einen Gleichriehter einzubauen. 
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Neben der Strömungsform wurden auch die Strömungsverluste ermittelt. Diese Verluste 
werden durch die Verlustziffer Z ausgedrückt, die durch folgende Beziehung definiert ist: 


y 
Bye: 


En L) ’ 
E, 


dabei ist E,.,; der Verlust an Strömungsenergie zwischen Ein- und Austritt, E„ die Energie 
im Austrittsquerschnitt. Die Energien wurden aus den gemessenen Geschwindigkeits- und 
Druckverteilungen durch Integration über die betrachteten Querschnitte ermittelt. In Abb. 6 
ist die Verlustziffer © abhängig vom Umlenkungswinkel ö dargestellt. Man sieht, daß die 
Verluste mit wachsendem Umlenkungswinkel angenähert linear ansteigen. Was die Größe 
der Verlustziffer betrifft, so interessiert hier vor allem ein Vergleich mit gleichartigen 
ebenen Krümmern. Ein genauer Vergleich ist nicht möglich, da die Verlustziffer von der 
keynoldsschen Zahl abhängt und Versuche mit ebenen Krümmern bei genau der gleichen 
keynoldsschen Zahl nicht vorliegen. Indessen gibt ein Vergleich mit Werten, die von 
Weißbach?) für hohe Reynoldssche Zahlen angegeben wurden, nur geringe Unterschiede 
nit den hier gefundenen Werten. Ebenso sind die Unterschiede gegenüber den Werten, die 
von Hofmann’) für Rohre mit kreisrundem Querschnitt bei R=2- 10° festgestellt worden 
ind, nur unbedeutend. Man darf daher wohl annehmen, daß die Verluste bei einem räum- 
ichen Krümmer durch eine Steigung von der Größe, wie sie hier angewendet wurde, nicht 
nerklich vergrößert werden. P. 12 


_ 


2) Vgl. H. Richter: Rohrhydraulik, S. 182. 
3) A. Hofmann: Der Verlust in 900-Rohrkrümmern mit gleiehbleibendem Kreisquersehnitt, Mittleg. d. Hydr. 
st. d. T. H. München, Heft 3. 1929. 
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